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Bild 1.6: Querbelastete Zylinderschale — Experiment und adaptive Berechnung

gegenlberliegenden Seite mit einer Querkraft belastet. Die Belastung wird mit einer starren
Endscheibe gleichméalig tber den gesamten Rand verteilt. Fir die Astralonschale kénnen die
materiell nichtlinearen Effekte ndherungsweise vernachlassigt werden, so wird bei der numeri-
schen Berechnung lediglich die geometrische Nichtlinearitdt berlcksichtigt. Wahrend fur
kleine Querbelastungen der ganze Querschnitt relativ gleichmaRig verformt wird, tritt ab einem
bestimmten Lastniveau an der Einspannung lokales Beulen auf. In Bild 1.6 ist die experimentell
und die mit der Finite—Elemente—Berechnung ermittelte Form der Beulen dargestellt. Die star-
ken Spannungsgradienten in der Umgebung von Beulen erfordern bei der Finite—Elemente—Be-
rechnung eine sehr feine Diskretisierung. Da die Lage und das Lastniveau, bei dem die Beulen
auftreten, unbekannt sind, kann eine problemangepalite Diskretisierung nur automatisch mit
einem adaptiven Algorithmus erstellt werden.

1.3 Ubersicht

In Kapitel 2 wird nach einer kurzen Beschreibung der kinematischen, statischen und konstituti-
ven Grundgleichungen der Kontinua auf die verwendete Schalentheorie eingegangen.
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In Kapitel 3 werden zunachst die aus der Literatur bekannten a—posteriori Fehlerschatzer fur
lineare Problemstellungen vorgestellt und klassifiziert. Die mechanische Interpretation der z.T.
aus der mathematischen Literatur bekannten Methoden bildet dabei einen wesentlichen
Schwerpunkt. Anschlie3end wird fur den eindimensionalen Fall analytisch die optimale Vertei-
lung der ElementgroRen in Abhdngigkeit der Fehlerindikatoren hergeleitet. Den AbschluR des
Kapitels bilden zwei Schalenbeispiele zum Vergleich von ausgewéhlten a—posteriori Fehler-
schatzern.

Die Erweiterung der in Kapitel 3 fir Energienormabschétzungen vorgestellten Methoden be-
zglich nahezu beliebiger GroRen wird in Kapitel 4 gegeben. Mit Dualitatstechniken, wie sie
vom Kklassischen EinfluRflachenkonzept her bekannt sind, werden die Fehlerabschatzungen
bezlglich lokaler und globaler Variablen auf die zweimalige Anwendung der Energienormfeh-
lerschétzer zuriickgefiihrt. Die Vorteile des vorgestellten Konzepts werden anhand mehrerer
Beispiele verdeutlicht.

In Kapitel 5 wird die a—posteriori Fehlerabschéatzung und die adaptive Berechnung auf geome-
trisch nichtlineare Problemstellungen erweitert. Nach einer kurzen Diskussion des analytischen
Losungsverhaltens mit moglichen Durchschlags— und Verzweigungspunkten wird die a—poste-
riori Fehlerabschatzung diskutiert. AnschlieRend wird ein auf dem linearisierten Problem basie-
render Verfeinerungsindikator fir lokale und globale Variablen vorgestellt. Einen weiteren
Schwerpunkt des Kapitels bildet die adaptive Berechnung von Traglasten. Die Effektivitat
der vorgestellten adaptiven Methoden wird anhand von Schalenbeispielen néher untersucht.

Ein auf linearisierten Problemen beruhender Verfeinerungsindikator fur elastoplastische Be-
rechnungen wird im Kapitel 6 vorgestellt. Dabei werden das stark von der Verfestigung abhan-
gige Losungsverhalten und die a—posteriori Fehlerabschatzung naher untersucht. Die auf Duali-
tatstechniken basierenden Methoden stellen sich bei idealer Plastizitdt oder allgemein bei
geringer Verfestigung als besonders vorteilhaft heraus. AbschlieBend werden ein adaptiver
Algorithmus und mehrere numerische Beispiele vorgestellt.

Das vorgestellte Gesamtkonzept zur a—posteriori Fehlerabschatzung kann relativ einfach auf
instationdre oder nicht-selbstadjungierte Randwertprobleme erweitert werden. In Kapitel 7
wird exemplarisch die Anwendung auf eine vereinfachte Problemstellung aus der Dynamik
und der Konvektions—Diffusionsgleichung vorgestellt. Besonders interessant sind die zugehori-
gen Dualitatstechniken, da sie in der Strukturmechanik wenig verbreitet sind.
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2  Grundgleichungen der Flachentragwerke

2.1  Grundgleichungen des dreidimensionalen Kontinuums

Im folgenden Kapitel wird ein kurzer Einblick in die nichtlineare Kontinuumsmechanik gege-
ben, um die Grundlagen fir die weiteren Untersuchungen bereitzustellen. Auf eine ausfihrliche
Herleitung wird dabei verzichtet. Die Zusammenstellung orientiert sich hauptséchlich an Mal-
vern [84], Ciarlet [37], Marsden und Hughes [83] und Green und Zerna [59]. Die Gleichungen
werden im folgenden aus Griinden der Ubersichtlichkeit zum Teil in der Indexschreibweise
vorgestellt. Dabei ist entsprechend der Summationskonvention ber einen Index zu summieren,
falls er in einem Produkt gegenstandig auftritt.

2.1.1 Kinematik

Ein Korper ist eine beschrankte Menge von materiellen Punkten €2. Die Oberflache (bzw. der
Rand) des Korpers wird mit I" bezeichnet. Der Rand setzt sich aus Bereichen mit vorgegebenen
Verschiebungen (Dirichlet Rand) I'y und mit vorgeschriebenen Spannungen (Neumann Rand)
I'y zusammen. Eine Deformation X ist eine Abbildung des Kdrpers von der Referenzkonfiguration
Q in die Momentankonfiguration Q.

X:Q—=Q (2.1)
Die Position eines Punktes in Q wird mit dem Ortsvektor x(6% 62 0% und in Q mit
x(6%, 62, 0%) angegeben (Bild 2.1). Dabei sind 6, 6% und 62 die Koordinaten beziiglich eines
mitgehenden krummlinigen Koordinatensystems. Die Differenz der Ortsvektoren in beiden
Konfigurationen ist der Verschiebungsvektor u.

63

I

Bild 2.1: Kinematik des Kontinuums
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u(e!, 02, 0% = x(81,02 0% — x(0%,02 6% (2.2)
Die ortsabhangigen kovarianten Basisvektoren fiir das krummlinige Koordinatensystem
der Referenzkonfiguration g; und der Momentankonfiguration g; sind folgendermafien defi-
niert:

_ OX = _ 0X

g = 201 gi = 201 (2.3)
Die Basisvektoren der Referenzkonfiguration g; werden mit dem Deformationsgradienten F
in die Momentankonfiguration abgebildet.
g = X _ XX

9 = 501 T axgpi
Ein fur die weiteren Betrachtungen wichtiger Ausdruck ist die Differenz der Quadrate der
infinitesimalen Linienelemente dsin der Referenzkonfiguration und dsin der Momentankonfi-
guration.

=Fg, — g =F1g (2.4)

ds’~ds? = dx - dx-dx - dx =g; - g; do'del-g; - g;d6'de!

=(g; - 9 - g do'de! (2.5)

Die Terme in der Klammer werden als Metriktensoren Tij und 9jj der beiden Konfigurationen
bezeichnet.

9 =9 G Gij = G - (2.6)

Die Differenz ds?> — ds? beschreibt, wie sich die Lange der Linienelemente bei der Deforma-
tion andert. Deshalb wird sie fir die Definition des Green-Langrangeschen Verzerrungstensors
E verwendet.

ds’~ds? = (g;-g;) do'de! = 2E do'de!
_1
E =35 — 9j (2.7)

Gebréuchlich ist auch die Darstellung des Verzerrungstensors in Abhangigkeit der Verschiebun-
gen u und der Referenzbasis g;.

E = %(gi UGG U+ U Uy mit (4); = % (2.8)

Fur kleine Verschiebungen wird der linearisierte Verzerrungstensor e verwendet.
€ = %(gi “uj+gcuy) (2.9)
Die Linearisierung wurde hierbei am undeformierten Zustand x = O durchgefihrt.
212 Statik
Aus dem Bilanzsatz der Impulserhaltung wird das statische Kraftegleichgewicht flr einen ru-

henden Korper Q in der Momentankonfiguration hergeleitet.
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dex+jfd6= (2.10)

Dabei ist der Teilkorper T mit dem Rand X = 4% eine beliebige Untermenge des Korpers Q.
Weiterhin ist p der dauBere Volumenkraftvektor und t ist der auf der Oberflache i angreifende
Kraftvektor. Auf dem Neumann Rand &y mit iy C T ist der Kraftvektor t gleich dem
duBeren Lastvektor f.

t="f auf  xy (2.11)
Der Kraftvektor an der Oberflache K 1&Bt sich auch aus dem Cauchy Spannungstensor ¢ mit
der zugehdrigen Flachennormale N berechnen.

t=on Cauchy Theorem (2.12)

Nach Einsetzen in die Impulserhaltungsgleichung (2.10) und anschliefender Anwendung des
Gaussschen Integralsatzes wird das Gleichgewicht mit einem Gebietsintegral in der Momentan-
konfiguration beschrieben.

(p + dive) dx = 0 (2.13)

Das integrale Gleichgewicht gilt fur beliebige Teilkorper ¥ C Q und folglich muB der Inte-
grand der folgenden differentiellen Gleichgewichtsbedingung gentigen.

p + dive =0 und on =f auf Ty (2.14)
Die Symmetrie des Cauchy—Spannungsvektors
¢c=o0' (2.15)

folgt aus dem Drallerhaltungssatz. In der Differentialgleichung (2.14) sind alle Grof3en bezlig-
lich der unbekannten Momentankonfiguration definiert. Fiir numerische Berechnungen sind
jedoch die in der Referenzkonfiguration formulierten statischen Gleichgewichtsbedingungen
vorteilhafter. Wird die Impulserhaltung beziglich der Referenzkonfiguration betrachtet,

jpdx+jtdo=0 (2.16)

T K

so kann eine weitere differentielle Gleichgewichtsbedingung aufgestellt werden.
dvP+p=0 und Pn=1f auf I'y (2.17)

P sind die aus den Cauchy-Spannungen mit Hilfe des Deformationsgradienten F berechneten
1. Piola—Kirchhoff Spannungen. Aus der folgenden Darstellung des 1. PK Spannungstensors
P, in Abh&ngigkeit der Cauchy Spannungen o und des Deformationsgradienten F, wird die
Unsymmetrie ersichtlich.

P = (detF)eF" = (detF)o’ §;® g; = P §; ® g (2.18)

Die Multiplikation mit dem inversen Deformationsgradienten transformiert den 1. PK Span-
nungstensor P in den symmetrischen 2. PK Spannungstensor S.
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S:= F'P = (detF)o' g; ® g (2.19)
Damit lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen in folgender Form schreiben.

div(FS) + p =0 und (FS)n =f auf Iy (2.20)
Fur lineare bzw. am Referenzzustand linearisierte Gleichungen sind die vorgestellten Gleichge-
wichtsbedingungen und die Spannungsmafe identisch.

Die Differentialgleichungen (2.14), (2.17) und (2.20) werden als die starke Form der
Gleichgewichtsbedingungen bezeichnet. Aquivalent dazu wird nach der Multiplikation der
starken Form z.B. Gleichung (2.17) mit einer Testfunktion v und anschlieender Integration
eine schwache Form hergeleitet.

f (divP+p)-vdx =0 Vv €V CH{(Q) (2.21)
Q

Die Elemente des Funktionenraums V erfillen die Bedingung v = Oauf I'p. Die Bezeichnun-
gen “schwache Form” und “Prinzip der virtuellen Verschiebungen” werden im Rahmen der
vorliegenden Arbeit als gleichbedeutend angesehen. Mittels partieller Integration wird die
schwache Form in eine gebrduchlichere Darstellung tberfihrt.

JP:Vvdx=Jp-vdx+Jf-vdo Vv ev (2.22)
Q Q r

N

Fir die numerischen Berechnungen stellt meist die schwache Form, formuliert in den symme-
trischen 2.PK Spannungen und den linearisierten Green—Langrangeschen \erzerrungen, den
Ausgangspunkt dar.

JS(U):%vdx=fp-vdx+If-vdo Vv ev (2.23)
Q Q r

N
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird die schwache Form in der gesamten Arbeit folgen-
dermalien dargestellt.

A(u,v) = (p,V)g + (f,v)FN Vv ev (2.24)

A(u,v) sind dabei die inneren virtuellen Arbeiten:
A(u,v)=’ S(u):%v dx=J P: Vv dx Vv ev (2.25)
Q Q
Die &uReren virtuellen Arbeiten werden mit dem Skalarprodukt ( ) O berechnet.

(P.V)o = [ p-vdx bzw.  (fv)p = I f-vdo (2.26)
Q r

N

Bei linearen Problemen wird die innere virtuelle Arbeit anstatt mit dem nichtlinearen Operator
A mit der Bilinearform B( [} IJ bestimmt.
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B(u,v) = J o(u) : e(v) dx (2.27)
Q

2.1.3 Materialgesetze

Mit den konstitutiven Gleichungen werden die voneinander unabhangig vorgestellten kinemati-
schen Gleichungen mit den statischen Gleichungen gekoppelt. Aus den Gleichungssétzen zur
Beschreibung der Kinematik, der Statik und des Werkstoffverhaltens werden die drei Lame-
Navierschen Differentialgleichungen zur Berechnung der drei unbekannten \erschiebungen
hergeleitet.

2.1.3.1 Linearesisotropes Materialgesetz

Das einfachste Werkstoffmodell ist das des isotropen elastischen St. Venant-Kirchhoff Ma-
terials. Das Modell beinhaltet die zwei Lamé—Parameter A und u, die experimentell bestimmt
werden konnen. Der vierstufige Werkstofftensor C lai3t sich in der folgenden Form angeben.

C = (rglg + u(gg" + g'g"))g; ® g;® 9, @ g (2.28)
Anstelle der Parameter A und u werden hé&ufig auch die WerkstoffkenngréRBen E, G und v
verwendet.

w=G, \=2G

v _
5 E=26(1+v) (2.29)

Aus den Greenschen Verzerrungen E lassen sich mit dem Werkstofftensor C die 2.Piola—Kirch-
hoff Spannungen S bestimmen.

S=C:E (2.30)

Bei Beschréankung auf kleine Verschiebungen gilt die gleiche Beziehung zwischen den Span-
nungsgrofen und dem linearisierten Verzerrungstensor.

0=C:e€ (2.31)
2.1.3.2 Elastoplastisches Materialgesetz

Die naturlichen Werkstoffe weisen ein mehr oder weniger ausgeprégtes nichtlineares Verhalten
auf. Im folgenden werden die aufgrund von inelastischem (bzw. plastischem) Werkstoffverhal-
ten entstehenden Nichtlinearitaten naher untersucht. Ein Uberblick tiber die verschiedenen Mo-
delle und die Grundlagen wird u.a. in den Biichern von Simo und Hughes [120], Lubliner
[81] und Hill [63] vorgestellt. Bei der Plastizitat sind die Spannungen auf3er von den augen-
blicklichen Verzerrungen noch von der Belastungsgeschichte des jeweiligen Punktes abhéngig.
Fir inelastische Korper mit kleinen Verzerrungen werden die Verzerrungen additiv in einen
elastischen €® und plastischen Anteil &P zerlegt.

e =€ +¢€ (2.32)

Erst nach Erreichen eines von der FlieRbedingung F vorgegebenen kritischen Belastungszustan-
des konnen plastische Verzerrungen entstehen.
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F(0,0) <0 (2.33)

AuRer von den Spannungen ¢ ist der Flielbedingung noch von einem internen Materialparam-
ter € abhéngig. Fir die Beschrankung auf kleine Deformationen ist die Unterscheidung zwi-
schen den verschiedenen Spannungstensoren nicht erforderlich. Die plastischen Dehnungen
¢ und die Spannungen ¢ sollen im folgenden das von von Mises formulierte Postulat der
maximalen plastischen Dissipation erfillen.

(0—1):e® = 0 V t € {symmetrische Tensoren mit F(x,l) < 0} (2.34)
Eine anschaulichere Form wird nach Umschreiben der Ungleichung gewonnen.
0:€" = t:€” V & {symmetrische Tensoren mit F(x,l) < 0} (2.35)

Danach nimmt die wirklich aufgewandte Deformationsleistung o : €” ein Maximum gegeniiber
allen anderen méglichen Leistungsbetragen « : &” an, die bei der gleichen Deformation &”
erbracht wiirden. Die Konvexitat des elastischen Bereiches sowie die Normalitat der plastischen
Dehnungen an der FlieRflache sind Konsequenzen des Postulates der maximalen Dissipation.
Weiterhin ist eine Anderung der plastischen Dehnungen nur fiir die Spannungen auf der FlieR-
flache mit F(r,2) = 0 moglich. Die inkrementellen plastischen Verzerrungen € werden in
Abhangigkeit eines noch zu bestimmenden Faktors vy infolge der Normalitat auf die FlieRflache
folgendermalien berechnet.

P = yIF (2.36)

Es werden auch nicht assoziierte Plastizitaitsmodelle diskutiert, die der Normalitatsbedingung
von Gleichung (2.36) nicht geniigen. Die inkrementelle interne Variable ¢ wird fiir assoziierte
Plastizitat entsprechend den plastischen Verzerrungen bestimmt.

' - JF

= v2C 2.37

C=15 (2.37)
Da plastische Verzerrungen nur fir Spannungen auf der Fliel3flache moglich sind, mull wéhrend
der plastischen Deformation die Konsistenzbedingung mit

F(0,0) = 0 (2.38)

gelten. Die Konsistenzbedingung fiihrt nach einigen Rechenschritten auf eine Bestimmungs-
gleichung fir die Unbekannte .

F .~ .. .

=:C:e

Vo L . oF C

Y= mit =-2 (2.39)
{H +g—f,:c:%] 9Ty

Nachdem die plastischen Verzerrungen und die internen Variablen mit den Gleichungen (2.36)
und (2.37) bekannt sind, gilt die folgende inkrementelle konstitutive Beziehung:

_ _ C:EE.c _
6=C%:¢ = (C—H +2_E?UC.6_F € (2.40)
a0 - * 00
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Fuhrt die inkrementelle Deformation nicht auf plastische Verzerrungen, so gilt weiterhin das
elastische Werkstoffgesetz.

0=C:é¢ (2.41)
Um die Gleichungen (2.39) und (2.40) auszuwerten, ist die FlieRbedingung und die Verfest-
igungsannahme genauer zu beschreiben. Die Menge der zul&ssigen Spannungskombinationen
wird mit der FlieBbedingung vorgegeben. Die genaue Form der FlieRbedingung wird anhand
von experimentellen Untersuchungen und theoretischen Uberlegungen festgelegt (Erfiillen des
Postulats der maximalen plastischen Dissipation). Das plastische Verhalten von metallischen
Materialien ist zum Beispiel unabhéngig vom hydrostatischen Druck oy,. Daraus folgt die
Unabhéangigkeit der FlieSbedingung von der ersten Invarianten des Spannungstensors. Bei dem
von Mises Kriterium wird die zur zweiten Invarianten proportionale Gestaltsanderungsarbeit
als die maRgebliche Beanspruchung fir die Plastizitat verwendet.

F(0,0) = /%s: s—0y(©) = 0 mit s= 0—%tr[0]| (2.42)

Dabei ist 0./(C) die von der internen Variablen C abhéngige einaxiale FlieRspannung. Die in-
terne Variable ist bei der Verzerrungsverfestigungshypothese von der Invarianten der plasti-
schen Dehnungen abhéngig.

.
§=J %e’p:épdt (2.43)
0

Der Term unter der Wurzel ist im wesentlichen die zweite Invariante der plastischen Dehnun-
gen. Fur die von Mises Plastizitat und die Verfestigungsannahme nach GI. (2.43) ist die inkre-
mentelle interne Variable tgleich dem plastischen Multiplikator vy.

. _ [2.p..p _ [2,20F.0F _ .
C= 3€ € = 3V 55 90 = ¥ (2.44)

Damit gilt fir den Verfestigungsmodul H in Gleichung (2.39):

_ _oF _ 9oy
H=-% = (2.45)

Der Verfestigungsmodul H ist eine Werkstoffeigenschaft und wird experimentell z.B. aus einem
eindimensionalen Zugversuch ermittelt. Fir den eindimensionalen Fall ist der Verfestigungspa-
rameter infolge der Gleichungen (2.36) und (2.44) gleich den plastischen Verzerrungen, so
dal? sich H aus der Spannungsdehnungskurve mit der folgenden Beziehung ergibt.

_ doy

H = 2o (2.46)
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2.2  Grundgleichungen der nichtlinearen Schalentheorie

In diesem Abschnitt werden die Grundgleichungen der verwendeten Schalentheorie lediglich
kurz zusammengestellt. Ausfihrlichere Darstellungen finden sich u.a. in Ramm [103], Blchter
[34], Basar et al. [22] und Simo et al. [119].

2.2.1 Kinematik der nichtlinearen Schalentheorie

Der Ortsvektor x zu einem Punkt des Schalenraums kann in Abh&ngigkeit des Ortsvektors
r der Schalenmittelfldche, des dazugehorigen Direktors a; und einer weiteren Variablen
0° beschrieben werden (siehe Bild 2.2).

aglo=9  (247)
Dabei bezeichnet d die Dicke der Schale. Das dreidimensionale Kontinuum wird mittels geei-

x(01,02,0%) = r(0%,0%) + 0%3,(0%,0%)  mit -1 < 0% <1,

gneter Annahmen tber den Verschiebungsverlauf in Dickenrichtung auf ein zweidimensionales
Flachentragwerk reduziert. Wird der Verschiebungsverlauf (iber die Dicke linear angenommen,
so kann ein Punkt des deformierten Gebietes mit dem folgenden Ortsvektor dargestellt werden.
%lo=9  (248)
Die Verschiebungen ergeben sich aus der Differenz der Gleichungen (2.47) und (2.48).

u* (061,02 0% = x — x = u(6t, 0% + 6°w(0, 6% (2.49)
Zur Beschreibung der Kinematik werden bei einem inextensiblen Direktor insgesamt fiinf Va-
riablen benotigt. AulRer den drei Verschiebungen der Mittelflache u sind zwei weitere Parame-

ter zur Beschreibung der Verschiebungen w bzw. Rotationen des inextensiblen Direktors a,
erforderlich (Reissner—Mindlin Kinematik).

x(01,02%,0% = 1(01,0%) + 06%3,(0%,0%) mit -1 <03 <1,

Bild 2.2: Schalenkinematik
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Die Verzerrungen sind wie bei dreidimensionalen Kontinua mit der Differenz der kovarianten
Metrik im Referenz— und im deformierten Zustand definiert. Dazu werden zunéchst die kova-
rianten Basisvektoren im undeformierten und deformierten Zustand mit Hilfe der Ortsvektoren
x und X aufgestellt.

9
O = = au+ 0%, und O3 =235 =2 (2.50)
~ _ OX _ & 35 — oX —
o = 3ga = Bu + 0°33, und gy = 58 = & (2.51)

Die kovariante Basis a,, bildet dabei eine Tangentialebene auf die undeformierte Schalenmittel-
flache. Die Basis @, gilt entsprechend fir den verformten Zustand. Die Green—Lagrangeschen
Verzerrungen bestimmen sich aus der Differenz der Metriktensoren nach Gleichung (2.7).

E= %(Gij_gij)
E=ay+ e%aﬁ + (092 ... (2.52)
mit
I P
CUop = 5 (8a - Bg=8q * 8p)
Oy3 = %'Y(x = %(éa - dg—ay * ag)
ﬁaB = %(é(x * 331[3 + ag‘a ° aﬁ_aa ° a.3’|3_a.3‘(x ° aB) (2.53)

Dabei ist o der Membranverzerrungstenor, vy, ist der Schubverzerrungstensor und {3, ist
der Kriimmungstensor. Bei kleinen Verzerrungen kann der ber 63 quadratische Anteil ver-
nachléssigt werden. Eine genaue Diskussion dieser Vereinfachung wird u.a. von Buichter [34]
gegeben.

Im weiteren werden héaufig auch die linearisierten \Verzerrungsgleichungen verwendet. Die
am deformierten Zustand X beztiglich des Zustandes X linearisierten Gleichungen (2.53) lassen
sich folgendermafen bestimmen.

Wp— 17, = , =

Jay = (8 3 + 8- 3y)

Nag | Moz _ g .3 43,

a—aﬁaﬁ + 8—338.3 = (aa a; + ag 33)

Bop=  Bap= 1= = = =

a—a{aY + @aw = §(aa "83p T Aq gt 83, @3 + a3, " Ap) (2.54)

Die linearisierten Gleichungen liefern auch die Verzerrungsgleichungen der linearen Theorie.
Beispielsweise gilt fur die Membranverzerrungen &aﬁ der linearen Theorie:

&(x)—%(a-a)—l( B + Ay - 828, - By
apX) = Tz, (@) = 5\8 7 8+ Gat 837l * B
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Der Schubverzerrungstensor vy, und der Membranverzerrungstensor ﬁaﬁ der linearen Theorie
werden mit den entsprechenden Gleichungen hergeleitet.

Vo = (80 83+ 80~ a5 = 220 - &)

I?)(XIS = %(&3]0( * aﬁ + 33’(1 : al?) + 3.3]'3 ‘ aa + 33’5 * aa

—283, * 8g—2854 * Aq) (2.55)
2.2.2 Statik der nichtlinearen Schalentheorie

Die SchnittgrolRen der Schale ergeben sich durch Integration der Spannungen uber die Dicke
der Schale. Zum Beispiel werden die 1. Piola Kirchhoff Schnittkrafte n® bzw. -momente m¢
aus den 1.PK Spannungen an einer Schnittfliche mit der Fl&chennormalen ng folgendermal3en
bestimmt [34].

2 2
n = f usP“Pn, do° me = [ ns(ag x P*Png)o% do? (2.56)
h h

2 2
Die Schnittflache mit der Normale ng wurde dabei zur Vereinfachung langs einer Parameterli-
nie 8 = const. oder 82 = const. gelegt. Die Kriimmung der Schale geht mit dem Faktor
us in die Integration ein.

_ (91 X 9y) - 93
(a; X ay) - a3

(2.57)

S

Weiterhin zerlegt man die SchnittgroRenvektoren n® und m® in Richtung der unverformten
Basis.
ne = no‘ﬁaIS + 9%y (2.58)
m® = m%a, x ag + m*a, (2.59)
n®, g% und m* werden als Piola—Kirchhoff Schnittgroen 1. Art bezeichnet. Dabei sind
n® die Komponenten des Dehnungskrafttensors, q* die des Querkrafttensors und m®P die

des Momententensors. Die statischen Gleichungen fur die Schalentheorie leiten sich aus den
Gleichgewichtsbedingungen GI. (2.17) fir das dreidimensionale Kontinuum ab.

dvP+p=20 u=0 aufIp

Nach einer Integration tber die Dicke und unter Verwendung der Definitionen fur die 1.PK-
SchnittgrélRen (Gl. (2.56)) ergeben sich die Gleichgewichtsbedingungen fur die Schale [22]:

nPlo-qbf, + pP = 0
nb g + g% + p* =0
m*—q*Q L. + ¢ f) + mBefrp , =0 (2.60)

Dabei ist bP der Kriimmungstensor,
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bf = (af - a*)ay - a, (2.61)

und € der Permutationstensor,

& = (o (el - ey = (- )l - @) 2y x ] O }| (2.62)

pP und p2 sind die auf den Referenzzustand bezogenen &uReren Belastungen und cpof ist der
Deformationsgradient. Mit - |, wird die kovariante Ableitung bezlglich der Koordinate 6%
bezeichnet, die fir ein— bzw. zweistufige Tensoren folgendermaRen lautet.

9%a = 9 + PTG
N, = n% + nPPrg, + naprgp (2.63)
Das Cristoffelsymbol Flﬁ ergibt sich aus dem Produkt der Ableitungen von kovarianter Basis-
vektoren mit den kontravarianten Basisvektoren.
Y = cay
r o = Bap a
Die ersten beiden Gleichungen in GI.(2.60) beschreiben das Gleichgewicht in Richtung der

Basisvektoren ag und der Schalennormale as, die dritte Gleichung das Momentengleichge-
wicht um die Basisvektoren ag.

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen bzw. die schwache Form der Gleichgewichtsbedin-
gungen wird wie die starke Form aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen fir Kontinua
hergeleitet. Fir numerische Berechnungen eignet sich auch bei Schalen besonders die Darstel-
lung mit den 2. Piola Kirchhoff-SchnittgroRen und den Greenschen Verzerrungen.

A(U,v) = f [ (avo‘aﬁ(v) + Y"‘a3(v))
o 3

+ Maﬁ( Pog aﬁ agy(v))] mitv € VC HY(Q) (2.64)

7ay

N, Q% und M sind die den 1.PK SchnittgréBen n®®, g% und m® entsprechenden 2.PK
SchnittgréfRen. Zwischen den beiden SchnittgroRen gelten in Abhangigkeit der Deformations-
gradienten der Schale die folgenden Beziehungen (siehe z.B. Basar [22]).

nob — Nap(ég + cppf?) + Qwh
meb — M(“p)[(l + w3)(af3 + cppﬁ) - cpp3wﬁ] (2.65)

Die Deformationsgradienten ¢ pﬁ, und @5 werden aus der Ableitung der Verschiebungsvekto-
ren bestimmt.

ch'? = (vp|a +a, - a31av3)a°‘ - ab Pon = v3,a—(a[3 : ak)a[3 -ag,  (2.66)
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Die zur Gleichung (2.64) entsprechende schwache Form der linearen Theorie ist mit den Ver-
zerrungsgleichungen (2.55) gegeben.

B(u,V) = J (N“B&aﬁ(v) + QY (v) + M“ﬁﬁaﬁ(v)) dx (2.67)
Q

Bemerkung:

e Infolge der Unsymmetrie der Cauchy Dehnungskréfte fiir die Schale kommt zu den Gleichge-
wichtsbedingungen (2.60) eine weitere Gleichung hinzu. Fir die a—posteriori Fehlerabschat-
zung wurde die mogliche Unsymmetrie jedoch nicht weiter berticksichtigt.

2.2.3  Lineares Werkstoffgesetz fur die Schale

Die 2. PK Spannungen werden bei kleinen Verzerrungen mit Hilfe des linearen Werkstofften-
sors aus den Green-Langrangeschen Verzerrungen bestimmt. Entsprechende Beziehungen gel-
ten nach einer Dickenintegration auch fir die 2. PK-Schnittgréf3en. Vor der Integration missen
jedoch die Spannungen S22 infolge der Annahme von verschwindend kleinen Spannungen
uber die Dicke aus dem Werkstoffgesetz eliminiert werden. Die Komponenten des vierstufigen
Werkstofftensors fiir den reduzierten Spannungszustand mit S33 = 0 werden u.a. von Basar
[22] wie folgt angegeben.

Habh — L;’(aakaﬁu + atughh 4 %aaﬁaw) (2.68)
Daraus ergeben sich die folgenden konstitutiven Gleichungen fir die Schale.

NP = DgPPa, mit Dy = Ed e (2.69)

M = DEBB  mit  DUe = 12(Eld—3;/2) opyd

Q“=Dgy,  mit D= —2(153 sla )

36



3  Kilassische adaptive Methoden fiir lineare Elastizitat

3.1  Grundsatzliches Uber die Finite—Elemente—Methode

In diesem Abschnitt werden einige fur die a—posteriori Abschatzung wichtige Eigenschaften
der Finite—Elemente—-L6sung und des zugehdrigen Diskretisierungsfehlers ausgearbeitet. Aus-
fuhrlichere Darstellungen finden sich u.a. in Strang und Fix [126], Ciarlet [36], Johnson [71]
und Eriksson et al. [53].

In der linearen Elastizitatstheorie kann das Randwertproblem in starker und schwacher Form,
wie im Abschnitt 2 vorgestellt, aus dem Impulserhaltungssatz oder aus einem Potential TI(Vv)
hergeleitet werden.

() = ZB(v, V)P, Vo~(f, )y, Vv ev (3.1)

Die zul&ssigen Funktionen v aus dem Raum V erfillen die Dirichlet Randbedingungen
mit v = 0 auf I'y. Fur lineare Elastizitat ist der Raum V eine Untermenge des Sobolev-
raums H! (siehe Anhang A.1).

VE V(Q):= {ve Hl:v = Oaqu“D}

Die Bilinearform B(-, -) ist fur Kontinua mit Gleichung (2.27) und fiir Schalen mit Gleichung
(2.67) gegeben. Das Verschwinden der ersten Variation des Potentials fiihrt auf das Randwert-
problem in der schwachen Form.

B(u,v) = (p.V)g + (V) Vv ev (3.2)

Dabei steht u fur die Losung des Randwertproblems und v fir die virtuellen Verschiebungen
bzw. Testfunktionen. Zur Bestimmung einer Finite—Elemente—Approximation wird anstelle
von V ein endlich dimensionaler Raum V" gewahlt. Die Diskretisierung erfolgt im Rahmen
der vorliegenden Arbeit mit konformen Elementen, d.h. der Finite—Elemente—Raum V" ist
eine Teilmenge des SobolevRaumes H!undbeinhaltet folglichnur kontinuierliche Funktionen.

" = %B(Vh,vh)—(p,vh)g—(f, v Vv evhcv (3.3)

Das Minimum des Potentials wird analog zu der nicht diskretisierten Gleichung (3.2) be-
stimmt.
B, v") = (p,vMg + (f,v")r v vh e vh (3.4)
Allgemein laRt sich diese Gleichung auch direkt aus der Galerkin—Orthogonalitat mit
B(uM-u,v" = 0 AVARN=AVA (3.5)

herleiten. Beriicksichtigt man, daR bei konformen Diskretisierungen auch v € V" die
schwache Form GlI. (3.2) erfillt,
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ueyv

l

min (u-v", u-v")

% (u-u",vM) =0
S
uh e vh

Bild 3.1: Lo—Projektion auf einen zweidimensionalen Unterraum Vh

B(u,v" = (p,vMg + (f, V") vy e vh
so folgt aus der Orthogonalitatsbedingung die Gleichung (3.4).
B(u", v = B(u,v") = (p,v"g + (f. V"), v v e vh

Eine mechanisch anschauliche Interpretation fur die Galerkin—Orthogonalitat 183t sich aus der
Stationarititsbedingung fiir das Funktional TT herleiten.

IIu" = Bu — u",u — uM (3.6)
Das Funktional TI erreicht sein Minimum fiir:
SII=0 = -2B(u-u",vM =0 (3.7)

Folglich liefert die Finite—Elemente—Methode bezlglich der Bilinearform B( , ) die Ldsung
mit dem kleinsten mdoglichen Energiefehler.
B(u—u"u—u" = min B(u - vlu — v (3.8)
viev

Beispielsweise nimmt die Gleichung (3.8) fur Kontinua die folgende Form an.

L ou-u") : G : ofu-u") dx = min Lo(u_vh) G afuv) dx

vh e vh

Die Finite-Elemente-Spannungen stellen damit eine gewichtete L,—Projektion der exakten
Spannungen dar (Bild 3.1). Die Wichtung der Spannungsanteile erfolgt mit dem inversen
Werkstofftensor C. Die Orthogonalitatsbedingung wird auch fiir Funktionen v erfillt, die
nur in einem sehr kleinen Bereich verschieden von Null sind. Insbesondere gilt sie fur die
Testfunktionen, die nur an einem einzigen Finite—Elemente—Knoten verschieden von Null sind.
Die Projektionseigenschaft muf damit auch naherungsweise lokal gelten. Um die Orthogonali-
tat zu erfillen, missen die Spannungsfehler ¢(u") — o(u) in jedem Element bereichsweise
positive und negative Werte annehmen (Bild 3.2). Treten in der exakten Losung Singularitaten
auf, z.B. infolge einspringender Ecken, geht die beschriebene Eigenschaft der Spannungsfehler
verloren, obwonhl die Galerkin—Orthogonalitét nattrlich auch bei singuldaren Problemen gultig
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A A A A
A%

e=u-—u" o(e) = o(u) — o(u")

Bild 3.2: Diskretisierungsfehler fiir einen einseitig eingespannten Stab mit konstanter Belastung

ist. Weitere Konsequenzen der Galerkin—-Orhogonalitat, insbesondere im Zusammenhang mit
der Fehlerabschatzung, werden an den entsprechenden Stellen erléautert.

3.2  Fehlerabschatzung fur die Energienormfehler

Die Finite—-Elemente—Methode liefert beziiglich der Bilinearform B(, ) die bestmégliche Nahe-
rung an die exakte Losung (siehe Gleichungen (3.5) und (3.8)). Die Herleitung von a—priori
sowie a—posteriori Fehlerschatzern fiir die Fehler in der Energie ist aufgrund der Projektionsei-
genschaft, wie in den nachfolgenden Abschnitten ndher erldutert wird, besonders einfach. Fir
die weitere Fehlerabschatzung wird die Energienorm als eine aus der inneren Energie abgelei-
tete Grolle definiert.

| u-u"fle=/B(u-u", u-u") (3.9)
Zur mechanischen Einordnung der mit Energienorm gemessenen Fehler sind die folgenden
Zusammenhange besonders hilfreich. Das Quadrat der Fehler in der Energienorm ist an den
Gleichgewichtspunkten u und u" identisch mit dem Fehler in der inneren Arbeit.

| u—u"|2= B(u,u) + B(u", uMm-2B(u",u) = B(u,u)-B(u", u" (3.10)
Bei der Umformung wurde die Galerkin-Orthogonalitat mit B(u", u™) = B(u", u) verwendet.
Weiterhin ist es moglich die Energienormfehler aus den Fehlern in den &ul3eren Arbeiten zu
bestimmen.

| u-u = B(u,u)-B(u" u" = (p,u-u")q + (fu-u"p_ (3.11)
3.2.1 A-Priori Fehlerabschatzung fur die Energienormfehler

Die Finite—Elemente-L6sung u" geniigt infolge der Galerkin-Orthogonalitat (GI. (3.8)) fiir
beliebige Funktionen v der Ungleichung:

B(u—u"u—u") <Bu-vhu-vh (3.12)
Mit einer beliebigen Funktion v" kann damit ohne Kenntnis der Finite—Elemente-L6sung u”
eine obere Abschatzung fir die Fehler in der Energie bestimmt werden. Fur eine mdglichst

sinnvolle Abschéatzung wird z.B. die Interpolierende lu von der exakten Losung u in die Un-
gleichung eingesetzt.
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B(u—u"u—u") < B - lu,u— lu) mit lu € V" (3.13)

Die Interpolierende lu setzt sich aus den Ansatzfunktionen zusammen und besitzt an den Fini-
te—Elemente—Knoten die gleichen Werte wie die exakte Losung u. Die Fehler in der Energie-
norm sind infolge der Galerkin—Orthogonalitat fur die Interpolierende auf jeden Fall groier
als fur die Finite—Elemente—Naherung. Die Fehlerabschatzung fiir die Finite—Elemente-L06-
sung verlagert sich damit auf die Abschétzung der Interpolationsfehler u — lu. Zunéchst wird
die Abschétzung (3.13) weiter umgeformt.

B(u—uMu—u" <BU - luu-—Iu) < onxl| eu — u) |3 (3.14)

Dabei ist wmax der maximale Eigenwert des Werkstofftensors C. Die L,—Norm der Verzerrun-
gen wird weiterhin mit der H-Norm der Verschiebungen abgeschétzt.

B(u-u", u-u") < wmax || €(u-1U) |[3< Omax || u — lu|? (3.15)

Die Fehler der Interpolation lassen sich, wie im Anhang A.3 beschrieben, im wesentlichen
mit den hoheren Ableitungen der Funktion u und der Grof3e h eines Finiten Elementes
abschatzen.

| u=lu ||, = ChMin®=1) )y |, fir r=2 (3.16)

Der Polynomgrad p der Interpolationsfunktionen ist gleich dem Polynomgrad der Finite—Ele-
mente—Ansatzfunktionen. Diese Abschétzung ist allerdings nur fur quasiregulére Finite—Ele-
mente—Netze richtig. Die hier durch den Adaptionsalgorithmus nicht mehr gewahrleistet sind.
Ob sie auch fur Netze mit geringeren Regularitatsanforderungen, wie beispielsweise mit der
BLMR Eigenschaft [10], noch gultig ist, ist momentan unbekannt. Wir verwenden die Abschét-
zung jedoch trotzdem; gegebenfalls ist h™"P™=1) durch eine kleinere Potenz von h zu ersetzen.
Nach Einsetzen der Abschédtzung (3.16) in die Gleichung (3.15) folgt eine Abschatzung fiir
den Fehler in der Energienorm.

| u-u" [le< Ch™CL) ||y |, (317)

Fur glatte Funktionen mit sehr grof3em r ist die Konvergenzordnung allein von der Polynom-
grad p der Ansatzfunktionen abhangig. Ist die exakte Losung u zum Beispiel ein Polynom
beliebigen Grades, so gilt r = o« und die Konvergenzordnung wird nur vom Polynomgrad
p gesteuert. Enthalt die exakte Losung Singularitdten, so dal3 r sehr klein ist, sind die Diskreti-
sierungsfehler unabhéangig von den gewéhlten Ansatzfunktionen. Einige praxisrelevante Pro-
bleme mit Singularitdten haben zum Beispiel die folgenden Konvergenzordungen [35]:

Scheibe mit rechtwinklig einspringender Ecke: || u = u" [e=< Ch?/3 [ u s 5 (3.18)
Scheibe mit Riss: Ju—ulfe< Ch¥2 | u I3/

A-—priori Fehlerabschatzungen liefern in Abhéngigkeit der exakten Lésung eine Abschétzung
der Diskretisierungsfehler nach oben hin. Der Fehler kann jedoch nicht quantifiziert werden,
da die exakte Losung in der Regel nicht bekannt ist. A—priori Abschdtzungen eignen sich
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damit lediglich zur Beurteilung der Leistungsfahigkeit von h— oder p—adaptiven Methoden
fur eine bestimmte Problemstellung.

3.2.2  A-Posteriori Fehlerabschatzung fur die Energienormfehler

Die Diskretisierungsfehler der Finite—Elemente—Methode lassen sich mit a—posteriori Fehler-
schétzern aus den Ergebnissen einer Finite—Elemente—Berechnung bestimmen. Eine GroRe
n hei3t globaler a—posteriori Fehlerestimator, falls sie eine Abschédtzung nach oben sowie nach
unten hin ermoglicht.

Cim <[ efle= Cyn (3.19)

Dabei sind die Konstanten C,; und C, nicht von der exakten Losung oder der \ernetzung
abhangig. Der Schatzer n setzt sich aus den elementweise berechneten Fehlerindikatoren
zusammen.

N = KoMk (3.20)

Der Anteil n ist lediglich ein Beitrag zum globalen Fehler innerhalb eines Elementes K und
mul} keine Schrankeneigenschaft wie in Gl. (3.19) erflllen. Die Qualitat der Fehlerschatzer
wird mit Hilfe eines Effektivitatsindex 0 beurteilt.

"

0 Tel. (3.22)
Man nennt einen Fehlerschétzer effizient, wenn mit zunehmender Verfeinerung n gegen den
Fehler || e ||c bzw. der Effektivitatsindex 6 gegen die Eins konvergieren. Praktisch interessante
adaptive Algorithmen kdénnen jedoch auch fur 0.3 < 6 < 3 konstruiert werden. Fir praktische
Problemstellungen ist weiterhin der relative Fehler, d.h. das Verhéltnis des Energienormfehler
zu der Gesamtenergie, interessant. Ein relativer globaler Fehlerschatzer wird dann durch

N
T]I’el S (322)
I [le

definiert.
3.2.2.1 Uberblick

Nach den ersten mathematisch abgesicherten Arbeiten von Babuska und Rheinboldt ab 1978
[13],[14] wurden zahlreiche, zum Teil neuartige Methoden zur a—posteriori Fehlerabschatzung
in der Energienorm vorgestellt. Die in der Praxis hdaufig verwendeten Methoden lassen sich
nach Ainsworth und Oden [1] grundsétzlich folgendermaRen klassifizieren.

e Implizite residuale Fehlerschétzer: Zur Fehlerberechnung wird das diskretisierte Trag-
werk in kleine Teile, bestehend aus einem oder mehreren Elementen (”Patches” oder "Kno-
tensterne”), zerlegt. An den Teilproblemréndern werden je nach der verwendeten Methode
feste Auflager oder Krafte bzw. Momente zur Sicherstellung des lokalen Gleichgewichts an-
gebracht. Die Teilprobleme werden dabei jeweils mit den Residuen belastet und anschlieRend
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néherungsweise berechnet. Die Summe der inneren Energien der Teilprobleme liefert eine
Abschéatzung fur den Energienormfehler des Tragwerks.

o Explizite residuale Fehlerschatzer: Zur Fehlerabschatzung wird die L,—Norm der Resi-
duen mit von der Elementgrof3e und von dem Elastizitdtsmodul abh&ngigen Konstanten mul-
tipliziert. Die expliziten Fehlerschatzer leiten sich aus den impliziten Methoden ab. Als ein
wesentliches Merkmal beinhalten die Abschatzungen Interpolationskonstanten, die a—priori
fur ein Referenzelement bestimmt werden.

e Gléattungsbasierte Fehlerschatzer: Aus den diskontinuierlichen Finite—Elemente—Spannun-
gen wird in der Regel mit einer lokalen Glattungsmethode ein kontinuierlicher Spannungs-
verlauf berechnet. Die Abweichungen von den geglétteten zu den Finite—-Elemente—Span-
nungen werden anschlielend zur Fehlerberechnung herangezogen.

Die aufgezéhlten Verfahren machen in der Regel von der Galerkin—Orthogonalitat der Finite—
Elemente—-Methode Gebrauch. Die Aquivalenz der Methoden ist, wie bereits in der Literatur
oft diskutiert, sehr naheliegend [1],[132]. Eine Sonderstellung nehmen dabei aber die in der
Praxis weit verbreiteten glattungsbasierten Fehlerschéatzer ein.

Bei allen residualen Fehlerschatzern ist zunéchst eine Differentialgleichung zur Berechnung
des Fehlers herzuleiten. Die Finite—Elemente—Methode erfullt die urspriingliche Differential-
gleichung in schwacher Form nur mit einem beschrankten Satz von Testfunktionen. Bei der
Verschiebungsformulierung fihrt das Einsetzen der diskreten Losung in die statischen Glei-
chungen auf die Residuen. Die Finite—Elemente-L6sung kann als die exakte Losung zu einem
aus der auBReren Belastung und den Residuen zusammengesetzten Lastfall interpretiert werden.
Dieser Zusammenhang folgt aus elementweise partiellem Integration der von den Spannungs-
fehlern mit den Testfunktionen geleisteten inneren Arbeiten. Fir die statischen Gleichungen
der Kontinua gilt der folgende Zusammenhang:

[@@«MW«WW=§}QJ(MWM+mwmx
Q Q

K

+ J (f—o(uh)n) v do—f (o(uh)n) v do| (3.23)
I'cCrly rc¢r

Dabei ist NEL die Gesamtanzahl der Elemente und I'y sind die Réander eines Elementes K

mit der Kantennormalen n. Die rechte Gleichungsseite stellt die virtuelle Arbeit der Residuen

dar und kann aus der Finite—Elemente—L6sung und der externen Belastung flr eine Testfunk-

tion v bestimmt werden. Die Differenz der inneren Finiten Elemente Krafte und der &ul3eren

Belastung auf einer Elementflache Q wird als Elementinnenresiduum Ry bezeichnet.

div o(u®) + p = Ry (3.24)
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Bild 3.3: Die Normale an einer gemeinsamen Kante der Elemente K und K *

Die CY kontinuierlichen Ansatzfunktionen filhren zu Spriingen in den Finite—-Elemente-Span-
nungen und diese wiederum zu Belastungstermen Jy auf den Kanten.

%((o(uh)n)h{* + (o(uMn)|) = g auf Ty ¢ T (3.25)
Dabei bezeichnet n, den Normalenvektor auf eine gemeinsame Kante der Elemente
K und K * (Bild 3.3). Die Kantenbelastung wird mit dem Faktor 1/2 auf die beiden benachbar-
ten Elemente K und K * verteilt. Der Sprungterm an den belasteten Randern ergibt sich aus
der Differenz der &ulReren Belastung f und den inneren Kraften.

o(uMn—f = J auf Ty C Ty (3.26)
Im nachfolgenden werden die Summen der Residuen Ry und Jy Uber alle Elemente mit R
und J bezeichnet.

R = ZI}EE:LlRK und J = ZQE:IEJK (3.27)
Mit den obigen Definitionen und den Diskretisierungsfehlern e = u — u" 1aRt sich die Glei-
chung (3.23) zusammenfassend wie folgt schreiben.

Bev) = (Rv), + (V). Vv EV (3.28)

Wie bereits erwéhnt, unterscheidet sich die Fehlergleichung (3.28) vom urspriinglichen Rand-
wertproblem (3.2) lediglich durch die duRere Belastung (siehe Bild 3.4). Die Berechnung des
Fehlers erfordert somit den gleichen Aufwand wie die L6sung des urspriinglichen Problems.

System und Belastung exakte und FE Losung
-———=1Pp
[ > oy u
Fehler in den statischen Gleichungen Fehler in den Verschiebungen
-— -— -1 R
Il /
S S V
J, 1, e(x)

Bild 3.4: Einseitig eingespannter Stab mit linear veranderlichem Querschnitt
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Die Fehler kdnnen auch mit einer Finite—Elemente—Approximation naherungsweise aus der
Gleichung (3.28) bestimmt werdem, wozu die Diskretisierung jedoch feiner als die urspriingli-
che mit V" zu wiahlen ist. Infolge der Galerkin-Orthogonalitat (3.5) ist die Lésung der Fehler-
gleichung (3.28) im Raum V" identisch Null.

B(e, v = (ﬁ, vh)Q + (1 vh)r =0 v vh e vh

Bei den impliziten a—posteriori Fehlerschatzern wird die Fehlergleichung (3.28) in relativ ein-
fach berechenbare Teilprobleme zerlegt, die jeweils aus einem oder mehreren Finiten Elemen-
ten bestehen. Zur Fehlerabschatzung werden die Randbedingungen der Teilprobleme nicht
kompatibel gewahlt, so dal} die Kopplung der einzelnen Probleme vernachlassigt wird.

3.2.2.2 Fehlerabschatzung mit lokalen Dirichlet Problemen

Die Rander der lokalen Teilprobleme werden zur Fehlerabschatzung als fest eingespannt ange-
nommen. Trotz dieser Vereinfachung lassen sich, wie von Babuska, Rheinboldt und Miller
[13],[10] gezeigt, mathematisch exakte a—posteriori Fehlerschatzer fir die Energienorm herlei-
ten. Zundchst wird die ber dem gesamten Gebiet definierte Bilinearform bzw. die innere
virtuelle Arbeit additiv aus lokalen Anteilen zusammengesetzt. Dazu sind verschiedene Zerle-
gungen moglich: Babuska und Rheinboldt fassen die an einem Knoten i angreifenden Elemente
zu einem Knotenstern t; zusammen. Die Finite-Elemente-Ansatzfunktionen N; konnen den
einzelnen Knoten i und damit dem zugehérigen Knotenstern zugeordnet werden. Die Ansatz-

Bild 3.5: Zwei Knotensterne i und j mit den zugehoérigen Ansatzfunktionen

funktion 1; hat an den Knoten i den Wert 1 und an den restlichen Knoten den Wert Null.

Pi(Xm) = Oy (3.29)
Die Summe der Ansatzfunktionen tber alle Knoten NP ergibt damit den Wert eins.
SN ypi=1 (3.30)

Damit lait sich der gesamte Fehler in den inneren Arbeiten durch aufsummieren der mit 1;
gewichteten Anteile bestimmen.

Ble.e) = > I, B(e, yie) (3.31)

44



Infolge der Multiplikation der Testfunktionen mit den Ansatzfunktionen ist die innere Arbeit
unabhéngig von den Fehlerwerten an den Patchrandern 1;. Die aus lokalen Dirichlet Problemen

>ldive(e) +R =0 auf Q Cr
>lo(e)n =3 auf Q C7 AT CTy g =0 auf Ty C ] (3.32)
berechneten Fehler e; ergeben die gleichen inneren Arbeiten.

Bleyi®) = > (Rye) + (J,yi®)) = B(e;, yie) (3.33)

Damit kann der Gesamtfehler der inneren Energie GI. (3.31) ebenso aus den Ldésungen
der lokalen Dirichlet Probleme zusammengesetzt werden.

Blee) = > ¥, B(e, wie) (3.34)

Die Ansatzfunktionen ; sind in mehreren Knotensternen ungleich Null, was zur Kopplung
der Teilprobleme in Gleichung (3.32) fuhrt. Wie im nachfolgenden gezeigt wird, kann die
Kopplung naherungsweise zur Fehlerabschatzung vernachlassigt werden.

Zunachst wird infolge der Galerkin—Orthogonalitét die Interpolierende le in die Gleichung
(3.34) eingefihrt.

Blee) = > I B(e; yie-le) (3.35)

Die Bilinearform wird danach mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung elementweise in zwei
Anteile zerlegt.

Bed = > ek | wi(ele o (336)

Die fir einen Knotenstern i ermittelten Energienormfehler || e, ||c werden als Elementfehlerindi-
katoren v; definiert.

ni = elle (3.37)

Die Abschatzung der Indikatoren ist ein wesentlicher Ziel dieser Arbeit. Um die obere Schran-
keneigenschaft der Fehlerabschatzung zu beweisen, mussen die Interpolationsfehler

iy [l wite-1€) [le (3.38)

naher untersucht und quantifiziert werden. Die Abschédtzung der Interpolationsfehler in Gl.
(3.38) wird zunéchst fiir die H:-Norm gezeigt und anschlieRend auf die Energienorm erweitert.

lwi(e-le) 2= wi(e-le) |5 +] Vi(e-le) + y;V(e-le) |3

Dabei wurde nach Ausschreiben der H-Norm die Kettenregel verwendet. Der zweite Term
auf der rechten Gleichungsseite kann weiter zerlegt werden:

| wile-1e) 2= wi(e-19) [I§ + ]| Vwi(e-1e) [I§ + ]l wiV(e-1e) |3

-0
42 W dx (3.39)
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Eine einfache partielle Integration des letzten Terms zeigt, daB dieser identisch Null ist. Die
restlichen Terme in Gleichung (3.39) lassen sich mit der Hélder Ungleichung abschéatzen.

| wite-1e) 3= wi |5 ] e-lel5+[| Vi %] e-1e |5+ w; %] V(e-le) [ (3.40)
Die L —Norm der Ansatzfunktionen ist infolge der Gleichung (3.30) identisch eins.
lille =1 (3.41)

Weiterhin bildet der Betrag der Ableitungen |Vap;(X)| multipliziert mit der Elementlange hy
auf dem Knotenstern t; eine Konstante. Dabei ist der Element K ein Teilflache von ;.

IVyi(x)lhg = C
Fur die L.—Norm der ersten Ableitung der Ansatzfunktionen folgt daraus:
| Vipi |« = Chi* (3.42)

Die Gleichungen (3.41) und (3.42) werden im weiteren in die Gleichung (3.40) eingesetzt
und elementweise ausgewertet.

[witele) £, =l e-telfo, + Chiéll e-lef§q, +I V(e [5o,
<[ e-le;q, + ChiZlle-le[q, (3.43)

Eine Abschéatzung fiir die Gleichung (3.43) folgt nach Einfuhrung der Interpolationsabschét-
zungen nach Clemént [45] mit:

| V(e1e) [3g, + M2 [l etef3q < CllelZg,

wobei K die Vereinigung des Elementes K und dessen Nachbarn ist. Der Interpolationsfehler
uber alle Elemente lasst sich aus den einzelnen Knotensternen oder aus den einzelnen Elemen-
tanteilen zusammensetzen.

D wiee i= ¢ X R >ty lleliq, (3.44)

Die Anzahl der Knoten flr ein Element wurde hierbei mit vier angenommen. Falit man die
Einzelanteile weiter zusammen, ergibt sich die folgende Fehlerschatzung flir den Interpola-
tionsfehler.

L1l viele) [f= € > R [lelfg = Cllelf (3.45)

Der Interpolationsfehler in der Energienorm kann mit der obigen Abschatzung infolge der
Aquivalenz der Normen || . [ und || . ||, auch wie folgt bestimmt werden.

NP lwite1e) 2= > NP [ yite-le) [2< Cleli= C| e’ (3.46)

Nach Einsetzen der Abschétzung GI.(3.46) in die Gleichung (3.37) ergibt sich eine obere Fehle-
rabschatzung flr die inneren Energie.

B(e.e) =|lef¢= \/Z!\flmz [wie-1g9 § =Cnlelle = [ele=Cn (347)
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Bild 3.6: Lokale Dirichlet Probleme zur Fehlerabschétzung

Die Fehler in der Energienorm werden mit der Gleichung (3.47) aus der Summe der Energie-
normfehler von Teilproblemen abgeschatzt (siehe auch Bild 3.6). Mit dem geschilderten mathe-
matischen Vorgehen wird hauptsachlich die Existenz einer Konstanten C aufgezeigt.

Die Anwendbarkeit eines Fehlerschétzers hédngt auch von einer leichten Berechenbarkeit
ab, weshalb noch geeignete Methoden zu entwickeln sind, um die Elementfehlerindikatoren
n; zu berechnen oder abzuschéatzen. Die lokalen Probleme kdnnen zum Beispiel mit Elemen-
ten hoherer Ansatzordnung als die urspriingliche Diskretisierung berechnet werden [90],
[141].

Bemerkung:

e Nach den Arbeiten von Babuska, Rheinboldt und Miller [13], [10] liefern die lokalen
Dirichletprobleme auch eine untere Abschatzung in der Form:
lefe= Cn (3.48)
3.2.2.3 Fehlerabschatzung mit lokalen Neumann Problemen
Die Teilprobleme besitzen keine Auflager und werden an den R&ndern mit sich im Gleichge-
wicht befindlichen Kraften bzw. Momenten belastet, die aus der Finite—-Elemente-L6sung be-
stimmt werden. Das Gebiet t besteht in der Regel aus einem oder mehreren benachbarten

Finiten Elementen. Fir ein nicht auf dem Gebietsrand T liegendes t gilt entsprechend Glei-
chung (3.23):
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I (o(u)-o(uM) : €(v) dx = ZQE}[ I (dive(u") + p) - v dx
T Q

K

+ f (o(un-o(uMn) - v do- j (o(uMn) - v do] (3.49)
r 'L

KQK

Dabei ist NET die Anzahl der Elemente, die auf dem Gebiet t liegen. An den Réndern x
von T greifen als Krafte die Fehler in den SchnittgréRen o(u)n—o(u™n an. Ausgehend von
der Gleichung (3.49) werden in der Literatur zahlreiche a—posteriori Fehlerschéatzer diskutiert
(u.a. in [1],[79]). Zundchst werden die unbekannten Kréfte ¢(u)n-o(u")n durch bekannte Gro-
Ren fNP ersetzt. Die Losung des lokalen Randwertproblems e ist nun nicht mehr identisch
mit dem exakten Fehler e.

I o(e) : ev) dx = ZQH[ I (dive(u") + p) - v dx (3.50)
T Q

K

+ J (f Np—o(uh)n) v do—I (o(uh)n) -V do]
r r

kEx PUAS

Das Neumann Problem ist nur l&sbar, wenn die duReren Krafte bzw. die Residuen mit NP
im Gleichgewicht sind. Daraus laRt sich bereits eine Regel fur die Konstruktion der Krafte
NP hergeleiten. Weiterhin muR die Summe der an einem gemeinsamen Rand von zwei Teilpro-
blemrandern angreifenden Kraften fNP Null ergeben, um das globale Gleichgewicht zu erfiillen.

(£ —o(u")n)| . + (FNP-o(uMn)| = 0 auf Ty Cx (3.51)

Eine Methode zur Berechnung der Kréfte NP firr Teilprobleme, die aus einem Element beste-
hen, wurde von Ladeveze et al. [79] und Stein et al. [123] bereits Mitte der siebziger Jahre
vorgestellt. Die Vorgehensweise von Ladeveze fiihrt auf diskrete lokale Probleme, wobei fir
jeden Knoten ein kleines Gleichungssystem mehrmals zu I6sen ist. Werden die lokalen Problem
nach der Bestimmung der Krafte fNP exakt berechnet, 148t sich die obere Schrankeneigenschaft
der aus den Teilproblemen zusammengesetzten Energienorm sehr leicht zeigen. Bei einer
exakten Berechnung der Teilprobleme ist mit den Spannungen a(e;) infolge der Konstruktions-
vorschrift fiir NP in jedem Punkt des Tragwerks das Gleichgewicht erfiillt. Das Komplementar-
potential TI€ ergibt mit den im Gleichgewicht befindlichen Spannungen a(e;) eine obere Ab-
schatzung fur die Energienormfehler.

le]é= 2I1%o(e)) < 2M%(0eq) (3.52)

Fur die exakte Losung des Gesamtproblems ist aus der klassischen Variationsrechnung folgen-
der Zusammenhang bekannt:

| e|Z= B(ee) = -2I1(e) = 2[1%a(9)) (3.53)
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mit Residuen belasteter Stab
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Bild 3.7: Lokale Neumann Probleme zur Fehlerabschatzung

Unter Ausnutzung der oberen Schrankeneigenschaft des Komplementérpotentials kann fur den
Energienormfehler des gesamten Tragwerks die folgende Abschatzung gezeigt werden [1].

leld< > f o(e): C1: a(e) dx (3.54)
T

Obwohl die Schrankeneigenschaft immer erflllt wird, hangt die Qualitat der Abschatzung
wesentlich von dem Unterschied in den Spannungen e¢q—a(u) ab. Da die Teilprobleme in-
folge der Galerkin—Orthogonalitat nur schwach gekoppelt sind, ist die Qualitat der Abschat-
zung in der Regel ausreichend [79]. Die Teilprobleme werden bei der praktischen Auswer-
tung des Fehlerschéatzers nur n&herungsweise zum Beispiel mit hoherwertigen
Finite—Elemente—Ansatzen berechnet. Die Finite—Elemente—Ansétze bestehen dabei zum
Teil nur aus ’Bubble spaces’ [1].

Neben diesem sehr mechanisch orientierten Ansatz werden in der mathematischen Literatur
auch lokale Neumann Probleme betrachtet, die nicht im Gleichgewicht stehen. Die Spannungs-
springe Uber den Rand x werden dabei jeweils zur Halfte den benachbarten Gebieten zugeteilt.
Die Resultierende der Auflagerkrafte ist nicht Null und es sind geeignete Randbedingungen
oder allgemein zusétzliche Zwangsbedingungen bei der LAsung von lokalen Problemen einzu-
fUhren. Trotz dieser Vereinfachung lassen sich, wie erstmals von Bank und Weiser [19] vorge-
stellt, Fehlerschéatzer mit oberen Schrankeneigenschaften konstruieren.

Die Anwendung der beschriebenen Methoden auf gekrimmte Flachentragwerke wird in der
Literatur nicht behandelt. Insbesondere bei der Berechnung der Spannungen NP oder der zuge-
horigen Schnittgrélen ist infolge der Kopplung der unterschiedlichen Kréafte und Momente
mit Schwierigkeiten zu rechnen.
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3.2.2.4 Explizite a—posteriori Fehlerschéatzer

Die expliziten a—posteriori Fehlerschétzer leiten sich aus den vorgestellten impliziten Methoden
ab. Die lokalen Probleme werden dabei nicht mehr analytisch oder mit einer feineren Diskreti-
sierung geldst, sondern mit geeigneten Methoden fir ein Referenzelement bzw. einen —patch
abgeschatzt (siehe Anhang A.3 ). Dieses Vorgehen wurde, ausgehend von lokalen Dirichlet
Problemen, von Babuska und Rheinboldt [14] zunéchst fiir eindimensionale Probleme und
spater von Babuska und Miller [10] auch flr zweidimensionale Probleme durchgefiihrt. In
den Arbeiten von Babuska, Rheinboldt und Miller wird die exakte obere und untere Schranke-
neigenschaft der impliziten Fehlerschatzer gezeigt. Im nachfolgenden wird ein Fehlerschatzer
fur die Energienorm in Anlehnung an die Arbeiten von Johnson et al. [68] vorgestellt.

Die von den Residuen mit den Verschiebungsfehlern geleistete Arbeit ist nach Gleichung (3.9)

und (3.28) gleich dem Fehler in der inneren Energie bzw. dem Energienormfehler im Quadrat.
2

lel’= > ¥R e)g, + T, o)r] (3.55)

Infolge der Galerkin—Orthogonalitét mit

B(e,Ie) = ZEE%{(R, le)o + I, Ie)FK} =0

ist die von den Residuen mit der Interpolierenden le geleistete Arbeit identisch Null.

2
lele = ZEE%{(R, e-le)g + (J, e—Ie)FK} (3.56)
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung lassen sich die Skalarprodukte auf der rechten
Gleichungsseite mit den L,—Normen der Residuen und dem Interpolationsfehler abschatzen.
2
lelle’= > ¥ELIR o eTe oo, +13 lor eTelor,] (3.57)

Zur Abschatzung der Interpolationsfehler ist nicht mehr das gesamte Problem sondern es sind
nur kleine Teilprobleme zu betrachten. Aus lokalen Problemen werden, wie im Anhang A.3
vorgestellt, die folgenden Abschatzungen hergeleitet.

lede o< Cihglleloo,  lletefyr, = €, fhgllelg, (358)

Dabei ist hyi eine charakteristische Elementlange, C; und C, sind zwei Konstanten. Die
L, —Normfehler der Interpolation auf dem Elementgebiet und der Elementkante kdnnen mit
GI.(3.58) in Abhangigkeit der Energienorm nach oben hin abgeschatzt werden.

Nach Einsetzen der Interpolationsabschéatzungen in die Gleichung (3.57) und anschlie3ender
Division durch den Energienormfehler folgt eine Fehlerabschétzung.

2 NEL hf( 2 hK 2
” € ||e = ZK=1 24Ep H R ||0,QK T 24Ep ” J ”0,1“K (3-59)

Die Konstanten wurden dabei in Anlehnung an Kelly et al. [76] in Abhangigkeit des Elastizi-
tatsmoduls E und der Polynomordnung der Ansatzfunktionen p gewahlt.
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_ 1
2 24Ep

Ist die Finite—Elemente—Ldsung bekannt, so kdnnen aus dem Randwertproblem in starker Form
die Residuen und anschlieBend daraus mit Gleichung (3.59) die Fehler abgeschatzt werden.
Bei Schalen hat der zur Gleichung (3.59) entsprechende explizite Fehlerschatzer, aufgrund
der Zerlegung der inneren Energie in Membran—, Biege— und Schubanteil, die folgende Form

h2
1 1 1
8= D K {51 VR B, + 1 MRIEq, + &1°R B,

h

NEL 'K J1 N7 2 1ymqg2 1 2

+ D N LN B, + S IMIRE, + 191 (3.60)
Entsprechend der mechanisch unterschiedlichen Bedeutung der einzelnen Residuenanteile

(Membrankrafte NR und NJ, Momente MR und MJ, Querkrafte QR und J) wurden un-
terschiedliche Vorfaktoren verwendet.

Ed Ed3
D = -Ltd B - _Ed°
1-v2 12(1-v?)

Dabei ist d die Dicke der Schale, v ist die Querdehnzahl und G der Schubmodul.

C,=C

Bemerkungen:

e Das Elementinnenresiduum R wird durch Einsetzen der Finite—-Elemente—Ldsung in die
starke Form der Gleichgewichtsbedingungen bestimmt. Die dabei bendtigten Ableitungen
der kovarianten Basisvektoren und somit die zweiten Ableitungen der \erschiebungen lassen
sich Uber die Ansatzfunktionen und die Knotenverschiebungen analytisch berechnen.

e Bei linearen Ansatzfunktionen und nicht vorhandensein von Elementlasten sind die Ele-
mentinnenresiduen R identisch Null. Deshalb werden vereinfachend bei bilinearen Ele-
menten in den Gleichungen (3.59) und (3.60) die Terme mit R nicht berucksichtigt.

3.2.2.5 Glattungsbasierte a—posteriori Fehlerschéatzer

Aus den diskontinuierlichen Finite—Elemente-Spannungen o(u") lassen sich mit sehr einfachen
Methoden kontinuierliche Spannungen ¢ * bestimmen. Es ist bereits seit sehr langem bekannt,
dal die gegléatteten Spannungen zum Teil wesentlich besser als die ungeglatteten Finite—Elemente—
Spannungen sind. Ausgehend von dieser Beobachtung stellten Zienkiewicz und Zhu 1987 einen
auf den Differenzen von geglatteten und ungeglétteten Spannungen basierenden Fehlerschétzer
vor [146].

Zur mathematischen Motivation der Zienkiewicz und Zhu Fehlerschétzer wird die folgende
Annahme fur die geglatteten Spannungen getroffen:

lo(u) — 0 *y=< C,y | o(u) — a(u™ ||, mit Cy; <1 (3.61)

Weiterhin kann mit der Dreiecksungleichung der folgende Zusammenhang zwischen den Span-
nungsfehlern und den geglatteten Spannungen gezeigt werden.
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| o-o(™ o=l = 6% + 0% — o™ [y<[6 — 6 *|, +] 0% — o) [,  (3.62)
Nach Einsetzen der Gleichung (3.61) und einigen Umformungen ergibt Gleichung (3.62) eine

obere Abschétzung fir den Spannungsfehler.

1
| o-o(u™) o< T-cC, lo* — a(u) ], (3.63)

Besitzen die geglatteten Spannungen eine hohere Konvergenzordnung als die Finite—-Elemente—
Spannungen,
|o — 6 %,< Ch*| o — a(ub) |, mit o > 1 (3.64)

so laRt sich sogar die asymptotische Exaktheit der Fehlerschétzer zeigen.

1 1
gl e o [y <[ o-o(u") o= 5z llo ot | (3.65)
Der Fehler in der Energienorm ergibt sich nach der Berechnung der geglétteten Spannungen

und anschlieRendem Einsetzen in die Bilinearform.

| e ||62= J (0 * —o(uh)) :C: (0 * —o(uh)) dx (3.66)
Q

Die Bilinearform fur die Schale wurde in Abhangigkeit der SchnittgroRen mit der Gleichung
(2.67) vorgestellt. Zur Fehlerberechnung sind entsprechend Gleichung (3.66) anstelle der Span-
nungen die SchnittgréRen N, M und Q auszuwerten.

| e ||62= J{ (N * —N(uh)) D, (N * —N(uh)) dx
Q

+ J( (M*-M(u"): Dy : (M *-M(u") dx
Q

+ { (Q*-Q") : Dy : (Q* -Q(uh) dx (3.67)
Q

Da die Eigenschaften (3.61) und (3.64) fur allgemeine Problemstellungen mathematisch nicht
bewiesen werden konnen, ist die von Zienkiewicz und Zhu vorgestellte Methode im mathemati-
schem Sinne kein Fehlerschétzer. In der Ingenieurliteratur werden die auf Spannnungsgléttung
basierenden Methoden jedoch trotzdem als ”Fehlerschétzer” bezeichnet. Von den zahlreichen
Methoden zur Berechnung der verbesserten Spannungen werden einige der gebréuchlichsten
Verfahren im nachfolgenden erldutert.

Mittelwertbildung an den Knoten

Die verbesserten Schnittgrofien werden durch arithmetische Mittelwertbildung der einem Kno-
ten zugeordneten Elementspannungsgrofien gebildet. Diese relativ einfache Methode wird be-
reits seit den Anfangen der Finite—Elemente—Methode verwendet.

L ,—Projektion
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Die kontinuierlichen Spannungen o * im Element werden mit den geglatteten Knotenspannun-
gen ¢;* und den Finite-Elemente—Ansatzfunktionen N; dargestellt.

o= 3 No* (3.68)

Die geglatteten Spannungen lassen sich aus der L, —Projektion der diskontinuierlichen Span-
nungen o(u") auf die kontinuierlichen Spannungen ¢ * bestimmen.

f Nj(o *—o(uM) dx = 0 (3.69)
Q

Die Projektion kann auch als die Minimierung der Fehler zwischen o * und o(u") interpretiert
werden.

minj (o*-o(uh))2 dx — 2[Nj(o*-o(uh)) =0 (3.70)
Q

o™

Ein Gleichungssystem zur Bestimmung der geglatteten Knotenspannungen folgt aus der Glei-
chung (3.69).

[ N;N; dx 0;* = J N;o(u") dx (3.71)
Q Q

In der Praxis 16st man das Gleichungssystem nur ndherungsweise durch Diagonalisieren der
Matrix N;N; (siehe u.a. [144]).

Die auf der Mittelwertbildung an den Knoten oder L, — Projektion basierenden Fehlerschatzer
liefern nur fur lineare bzw. bilineare Ansatzfunktionen gute Ergebnisse. Fir héherwertige Ele-
mente sind sie jedoch ungeeignet. Flr Elemente mit Ansatzfunktionen erster und héherer Ord-
nung eignet sich die folgende Methode:

Glattung mittels superkonvergenter Punkte

Dazu wird die Existenz superkonvergenter Punkten vorausgesetzt. Diese l1&Rt sich mit der Ga-
lerkin—Orthogonalitat oder der Stationaritdtsbedingung des Funktionals aus GI.(3.6) motivie-
ren. Wie in Abschnitt 3.1 gezeigt wurde, sind die Fehler in den Spannungen gemessen mit
der Bilinearform infolge der Galerkin—Orthogonalitdt minimal.
B(u-u", u-u" = min B(u—v", u-v")
vt eV

Wird ein beliebiger Spannungsverlauf mit diskontinuierlichen Finite—Elemente—Spannungen
approximiert, so mussen die Fehler haufig das Vorzeichen wechseln, um die Orthogonalitétsei-
genschaft zu erflllen. Interessant sind die Nulldurchgénge, da die Fehler an diesen Stellen
identisch Null sind. Bei reguléren Problemen werden die Punkte mit geringeren Spannungsfeh-
lern aus Betrachtungen an einem einzigen Element ermittelt (siehe Bild 3.8 fuir den eindimen-
sionalen Fall). Sind die exakten Spannungen von der Polynomordnung p, so sind die Finite—
Elemente—Spannungen mit der Polynomordnung p—1 an den Gausspunkten exakt [21],[135].
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Bild 3.8: Superkonvergenz der Gauss—Legendre Punkte fiir lineare und quadratische Elemente

Fir Spannungen mit einer Polynomordnung groRer als p ist an den Gausspunkten eine hohere
Konvergenzrate als in den tbrigen Bereichen zu erwarten.

Die von Zienkiewicz und Zhu 1992 vorgestellte Methode zur Spannungsglattung und a—poste-
riori Fehlerabschatzung basiert auf der htheren Konvergenzrate der Spannungen an superkon-
vergenten Punkten [147],[148]. Zur Berechnung der verbesserten Spannungen an einem Kno-
ten werden die zugehorigen Elemente zu einem “Patch” zusammengefalit.

An dem betrachteten Knoten in einem lokalen Koordinatensystem wird flr die verbesserten
Schnittgrofien ein Polynomansatz gemacht. Die Ansdtze haben die gleiche oder eine hoherer
Polynomordnung als die Finite—Elemente—Ansatzfunktionen, zum Beipiel fur quadratische An-
satzfunktionen:

O = Ay + a;X + ajy + asxy + ay’ + ax’ (3.72)

Es sind meist mehr Gausspunkte als freie Parameter vorhanden und die geglatteten Spannungen
konnen nur Uber Fehlerquadratminimierung bestimmt werden.

2
Hierin beschreibt NSP die Anzahl der “superkonvergenten” Punkte. Die freien Variablen
ay -, ag werden anschlieend aus der Stationaritatsbedingung fir die Gleichung (3.73) be-
stimmt.
2
d NSP h -
a_ai{Zkzl(Oij * (Xk7yk)_0ij (Xk7Yk)> ] =0 (3.74)
Zur Bestimmung der Variablen a,, ..., ag ist das folgende Gleichungssystem zu losen.
® ® [ 4 L 9
X X
X [ J [} [ ]
X X
® ® ® . ®

Bild 3.9: Superkonvergente Punkte fiir vier und neunknotige Elemente
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Bild 3.10: Elementgruppen zur Spannungsberechnung an den Knoten i und j

lljifi(ao + a;x, + agy, + asxy, + ayi + a5X]2<_05(XkYk)) =0 (3.75)

NSP 2 2 2 h -
k=1Xk(a0 + ax, + ayy, + asxpy, +oagy; +oagxy — Oij(Xkyk)) =0

Fur kleine Elemente werden insbesondere die Diagonalglieder mit yﬁ und xﬁ sehr klein. Im
Gegensatz dazu ist das erste Diagonalglied unabhangig von der ElementgréRRe. Dieses unter-
schiedliche Verhalten der Diagonalglieder verursacht bei adaptiver Verfeinerung sehr schnell
Konditionierungsprobleme. Deshalb sind die Diagonalglieder durch Umskalieren der Koordi-
natenachsen gréRenordnungsmaliig anzupassen.

Die superkonvergenten Punkte sind nur bei regularen Losungen und strukturierten Netzen be-
kannt. Numerische Berechnungen zeigen jedoch, dal3 die vorgestellten Methoden auch bei
unstrukturierten Netzen eine gute Fehlerabschdtzungen ergeben. Vor kurzem zeigten Babuska
et al. [18], dal’ auch bei unstrukturierten Netzen ausgeprégte Bereiche mit geringeren Fehlern
existieren. Weiterhin werden in der benannten Arbeit Methoden zur numerische Ermittlung
der Bereiche mit geringeren Spannungsfehlern vorgestellt. Es ist anzunehmen, dal? fir super-
konvergente Rekonstruktionen bei allgemeinen Finite—Elemente—Netzen eine BLMR Eigen-
schaft nétig sein wird.

3.3 Adaptive Netzverfeinerung

Bei der adaptiven Berechnung von Tragwerken wird zuerst das grundsétzliche Losungs— bzw.
Tragverhalten mit einer manuell oder automatisch generierten groben Finite—Elemente—
Diskretisierung naherungsweise ermittelt. Der Diskretisierungsfehler und der Beitrag der ein-
zelnen Elemente zu dem Gesamtfehler werden anschlieRend mit den a—posteriori Fehlerschat-
zern aus der Naherungslosung bestimmt. Die sehr grobe Startdiskretisierung erftllt in den
seltensten Féllen die gestellten Genauigkeitsanforderungen. Deshalb ist in einem weiteren
Schrittdie Diskretisierungmaoglichstgeschicktzu modifizieren,sodall die vorgegebene Fehler-
toleranz mit minimalem Rechenaufwand erzielt wird. Vereinfachend wird im nachfolgenden
anstatt des Rechenaufwandes die Anzahl der Gesamtknoten bzw. der Elemente betrachtet. Da
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die Diskretisierung im Rahmen der vorliegenden Arbeit nur durch andern der Elementgrofien
verfeinert bzw. vergrébert wird (h—Adaption), ist diese Vereinfachung gerechtfertigt. Fiir eine
vorgegebeneFehlertoleranzfihrtdie ErmittlungeineroptimalenDiskretisierungmitminimaler
Anzahl von Elementen auf ein nichtlineares Optimierungsproblem [68]. Bei adaptiven
Methodenwirddeshalbeinedengestellten Genauigkeitsanforderungengentigende Diskretisie-
rung iterativ ermittelt. Nach jedem lIterationschritt werden die Fehlerindikatoren bestimmt,
umdie Gesamtfehlerabzuschatzen und gegebenfalls die zu verfeinernden Elemente auszuwah-
len. Die selektive Verfeinerung der Elemente mit einem groRen Beitrag zum Gesamtfehler
(groRe Fehlerindikatoren) istdabei naheliegend. Die nachfolgenden Uberlegungen fiir denein-
dimensionalen Fall zeigen, dal? diese Strategie zu einem Netz mit moglichst wenigen Elemen-
ten fuhrt [15],[93].

3.3.1 Eigenschaften von optimalen Diskretisierungen

Im nachfolgenden werden die Eigenschaften von Diskretisierungen, die zu einem kleinstmdglichen
Fehler fuhren, fur eindimensionale Probleme untersucht. Die Anzahl der Elemente ist dabei vorge-
geben und die GroRe der Elemente ist variabel (r—Adaptivitat). Das Ziel der Verfeinerung ist
die Minimierung des Energienormfehlers flr eine feste Anzahl von Elementen. Die Unterschiede
zwischen dem Interpolationsfehler und dem Finite—Elemente—Fehler werden bei zunehmender
Verfeinerung kleiner und die Optimalitat der Netze kann nédherungsweise fiir die Interpolieren-
den untersucht werden. Mit der zweiten Ableitung der exakten L&sung lassen sich die Energie-
normfehler nach oben hin abschétzen.

d2u
|u-tullog= C > M hi 15 5 llog, (3.76)

Dabei ist NEL die Gesamtanzahl der Elemente und h; ist die Lange eines Elementes i. Fir
hinreichend kleine h; sind die zweiten Ableitungen naherungsweise konstant, falls die Losung
hinreichend glatt ist. Die Ungleichung (3.76) geht damit naherungsweise in eine Gleichung
uber.

u-tu o~ C > MR Y

Die optimale ElementgroRenverteilung, die zu den geringst moglichen Fehlern fiihrt, kann
in Anlehnung an Babuska und Rheinboldt [15] bestimmt werden. Zundchst wird eine Netzdich-
tefunktion ¢ zur Berechnung der Knotenkoordinaten x; eingeftihrt (Bild 3.11).

d2u (3.77)

Xi = i) (3.78)

Zu der monoton steigenden Funktion ¢ existiert eine inverse Funktion ®.
i

Die Grolie der Elemente 1aBt sich mit der ersten Ableitung von ® bestimmen.
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1
h. = (3.80)
' NEL%%

Setzt man die ElementgréRen in die Gleichung (3.77) ein, so folgt unmittelbar:

3
2
2 NEL n3( d2u NEL| 1 d2u
| u-tu 3= C > NELh ( ) Czizl[—NEL%#f] (de) (3.81)

Die Summation tiber alle Elemente wird fir kleine h; ndherungsweise in eine Integration tber
das Gebiet Uberfuhrt.

L 2 5 2
1 d2u
| u-lu ||3= CJ [ dq)] ( 2) dx (3.82)
o (NELGc) \dx

Gesucht sind die Funktionsverl&ufe von @, die zu einem minimalen Fehler in der Energienorm
fuhren. Als Nebenbedingung zur Gleichung (3.82) ist die Anzahl der Elemente mit NEL vorge-
geben. Fir die inverse Netzdichtefunktion @ gilt damit:

L
J %#‘)I(’ dx = ®(L)-d(0) = NEL (3.83)
0

Das neue Minimierungsproblem ergibt sich durch Addition der mit dem Lagrangeschen Para-
meter A, gewichteten Nebenbedingung zu Gleichung (3.82).

L 2 2 L
AP ;) _ 1| (d2 4
Mg M) = CL [NEL%] (dx?) dx + ALUO o 0 NEL] (3.84)

Der Lagrangesche Parameter A, und die Ableitung der inversen Netzdichtefunktion di)werden

— dx
aus der Stationaritatsbedingung fir das Funktional IT bestimmt.

—d® .\ _ T1 «(dD _
STIGE 1) = - i ( dx) aMéxL ~ 0 (3.85)
X
L
X3
€ %

Bild 3.11: Netzdichtefunktion ¢
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Die obige Gleichung wird fur beliebige 0® x und 6A, nur erfillt, wenn @ , und A, der folgen-
den Gleichungen gentigen.

M _0  und % =0 (3.86)
a(ﬁ) L

Aus der ersten Gleichung

L 2

ini _ 2

—a?fp) _ J —2C(Pu0) | oc=o0 (387)
0 |NEL2(%2)

X

wird der Lagrange Parameter A, bestimmt.

2

2

M= chdq) g(gxlﬁ (Xi)) (3.88)
NEL (&)

Der Gesamtfehler in Gleichung (3.81) kann damit in Abhangigkeit des Lagrange Parameters
A dargestellt werden.

1
| u-tu 8= srEr > N (3.89)

Der Fehler in den einzelnen Elementen ist unabhangig von der ElementgréBe gleich A . Sind
die elementweise berechneten Fehlerindikatoren bekannt, so kann mit dem Gleichverteilung-
sprinzip eine wesentlich effektivere Diskretisierung generiert werden. Die numerischen Unter-
suchungen von Oniate et.al. [93] zeigen die Gultigkeit des Gleichverteilungsprinzips auch fur
mehrdimensionale Probleme.

3.3.2 Adaptive Vernetzungsstrategie

Die Diskretisierungsfehler werden mit den vorgestellten a—posteriori Fehlerschétzern ermittelt

lefe< /> NEm? (3.90)

und die zugehdrigen Indikatoren m; zeigen den Beitrag der verschiedenen Elemente zum
Gesamtenergienormfehler. Uberschreiten die geschatzten Fehler eine vorgegebene Toleranz,
so kann die Finite—Elemente—Diskretisierung mit unterschiedlichen Strategien verfeinert wer-
den. Als Endziel der adaptiven Berechnung wird ein den gestellten Genauigkeitsanforderungen
genugendes Finite—Elemente—Netz angestrebt. Damit der Rechenaufwand moglichst klein ist,
mul} der Beitrag der einzelnen Elemente zu dem Gesamtfehler des endgiltigen Finite—Elemen-
te—Netzes nach dem Gleichverteilungsprinzip naherungsweise gleich sein. Die angestrebten
absoluten Fehler werden aus den vorgegebenen relativen Fehlern v bestimmt.

AP, uMg + (fuMrp, )

Daraus wird der durchschnittliche geforderte Fehlerindikator &, ermittelt.
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A((p.uMg + (Funy,)
B = NEL (3.91)

Im weiteren wird das Verhaltnis &; zwischen den geschétzten und den angestrebten Fehlern
bestimmt.

£ = g‘_m (3.92)

Die Elemente mit & = 1 sind zu verfeinern bzw. die Elemente mit §; < 1 zu vergrébern.
Beispielsweise kann das Netz durch Unterteilen jeweils eines Elementes in vier kleinere Ele-
mente lokal verfeinert werden (Bild 3.12).

Ausgangsnetz \erfeinerung mit \erfeinerung ohne
Ubergangselementen Ubergangselemente

Bild 3.12: Netzverfeinerung durch Elementunterteilung

Bei Tragwerken mit einspringenden Ecken und Rissen sind starke lokale Verfeinerungen erfor-
derlich; deshalb ist es meistens glinstiger in jedem Schritt nur wenige Elemente zu verfeinern.
Werden alle Elemente mit &, = 1 verfeinert, so kann mdglicherweise kein optimales Netz
generiert werden, da in jedem Schritt die GroRRe der Elemente nur halbiert wird. Werden in
jedem Schritt 30%-60% der Elemente mit §; = 1 verfeinert, wird das gesamte adaptive Ver-
fahren effektiver. Als eine alternative Strategie kann in Gleichung (3.91) der relative Fehler
kontinuierlich herabgesetzt werden. Die adaptive Berechnung wird nach Erreichen des anges-
trebten relativen Fehlers v abgebrochen.

Da die ElementgroRen bei der Elementunterteilung nicht beliebig verandert werden konnen,
sind bei adaptiven Berechnungen viele Iterationsschritte erforderlich. Die Anzahl der Iteratio-
nen laRt sich deutlich reduzieren, wenn in jedem Schritt die ElementgroRen (nahezu) beliebig
verandert werden. Die zu generierende Elementgrofien werden ndherungsweise mit den aus
der a—priori Abschéatzungen bekannten Konvergenzraten bestimmt. Zum Beispiel ist die Kon-
vergenzrate flr die Energienormfehler und fiir glatte Losungen identisch mit dem Polynomgrad
der Ansatzfunktionen p.

leleq = ChP (3.93)
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aktive Front

N

zu vernetzendes Gebiet erste aktive Fronten fortschreitende
Netzgenerierung

Bild 3.13: Die Advancing Front Methode nach Peraire et al. [96]

Die adaptive Verfeinerung verbessert gerade bei Problemen mit singuldrem Ldsungsverhalten
das Konvergenzverhalten erheblich, deshalb kann die Gleichung (3.93) unabhéngig von den
Konvergenzraten bei gleichméaliger Verfeinerung immer angesetzt werden. Mit dem Verhaltnis
des Ist- zum Sollfehler &; wird die neue ElementgroBe h; .., in Abhdngigkeit der alten GroRe
h

i ait DEStiMmML.

1
hiew = & P hyy, (3.94)

Mit den errechneten ElementgréRen und den Ansatzfunktionen des alten Netzes ist eine konti-
nuierliche ElementgroRenverteilung Gber das gesamte Gebiet vorhanden, die auf dem aktuellen
Netz abgespeichert wird. Ausgehend von der erwiinschten Elementgrofienverteilung auf dem
alten bzw. dem Hintergrundnetz wird ein neues Netz generiert. In der Literatur wurden mittler-
weile zahlreiche Netzgeneratoren vorgestellt, die ein Netz mit vorgegebener Elementgrofien-
verteilung erzeugen konnen. Eine Zusammenstellung der Methoden wird unter anderem in
den Arbeiten von Rehle [106] und George [58] gegeben. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit
wurde ein nach dem “advancing front” Prinzip arbeitender Netzgenerator [106] verwendet.

Der verwendete Netzgenerator generiert zundchst die Knoten an den Gebietsrandern (siehe
Bild 3.13). Der Abstand der Knoten bzw. die Kantenldnge wird anhand der Information auf
dem Hintergrundnetz bestimmt. Von den Kanten ausgehend werden einzelne Elemente gene-
riert. Den gesamten Rand, von dem aus einzelne Elemente erzeugt werden kdnnen, bezeichnet
man als aktive Front. Nach der Generierung einzelner Elemente wird die aktive Front entspre-
chend angepalit. Dieser Vorgang wird solange durchgefihrt, bis die gesamte aktive Front aus
einem einzigen Element besteht. Um ein befriedigendes Netz fur allgemeine Problemstellungen
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zu erhalten, sind zahlreiche Details zu beachten, die u.a. in der Arbeit von Rehle [106] vorge-
stellt werden.

34 Beispide

Ein einseitig eingespannter Zylinder wird am freien Ende mit zwei Lastgruppen belastet
(Bild 3.14). Die konzentrierten Lasten sind jeweils auf eine endliche L&nge verteilt. Werden,
wie bei den meisten in der Literatur diskutierten Benchmarkbeispielen, Einzellasten aufge-
bracht, so treten am Lastangriffspunkt bei einer Reissner—Mindlin Kinematik unendliche Ver-
schiebungen auf und die exakte innere Energie ist unendlich grof3. Ein auf der Energienormab-
schatzungen basierendes adaptives Vorgehen wére damit theoretisch zweifelhaft [5].

Zum Vergleich der unterschiedlichen vorgestellten Methoden wurde der explizite Fehler-
schatzer nach Babuska, Rheinboldt und Miller (BM) und der glattungsbasierte Verfeine-
rungsindikator nach Zienkiewicz und Zhu (ZZ) auf das Zylinderbeispiel angewendet. Ein
Viertel des Tragwerks wurde dabei mit neunknotigen Schalenelementen diskretisiert [34].
Die geglatteten SchnittgroRen wurden mittels Mittelwertbildung an den Knoten (ZZ-MW)),

Geometrie:

Lange L = 3.048
Radius R = 1.016
Dicke t = 0.03
Material:

Elastizitatsmodul E = 2.0685.107

Querdehnzahl v = 0.3

o
feisEec=s
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adaptiv verfeinertes Netz, 7300 Fhg. adaptiv verfeinertes Netz, 16500 Fhg.

Bild 3.14: Einseitig eingespannter Zylinder

61



2,50 - 2

= 7Z-SPR

€ 5| _BM g BM

% 25: ZZ-SPR S

c —

2 =< 14

> 7 b=

é | = 771,

- %—‘ ZZ-MW

= ZZ-L,

s ZZ-MW

2 3000 7 "soo0 10000 1000 " 5000 | 16000
Anzahl der Freiheitsgrade Anzahl der Freiheitsgrade

Bild 3.15: Relativer Fehler in Abh&ngigkeit der Anzahl der Freiheitsgrade

Lo—Projektion (ZZ-L,) oder “superkonvergenter” Glattung (ZZ-SPR) bestimmt. In
Bild 3.15 sind die geschatzten relativen Fehler und weiterhin die numerisch ermittelten
Effektivitatsindizes 0 der einzelnen Verfahren aufgetragen.

0 = il
\/B(u?ein’ u?ein)_B(uh’ uh)

Die Referenzlosung B(uf;,, uf;.) wurde mit einem sehr feinem Netz (ca. 41 000 Freiheits-
grade) erzeugt. Der explizite residuale Fehlerschéatzer nach Babuska, Rheinboldt und Miller
sowie der auf superkonvergenter Spannungsglattung basierende Verfeinerungsindikator nach
Zienkiewicz und Zhu liefern sehr gute Effektivitatsindizes nahe bei eins. Bei zunehmender
Netzverfeinerung wird der numerisch ermittelte Effektivitatsindex in Bild 3.15 schlechter, da
die Unterschiede zwischen der aktuellen und der Referenzlésung zunehmend kleiner werden.
Aus dem Vergleich der unterschiedlichen Konzepte zur Fehlerabschatzung ist die Zuverlassig-
keit des auf Residuen basierenden Schétzers und die gute Effektivitat der SchnittgréRenglattung
mittels ”superkonvergenter” Punkte ersichtlich.

Das zweite Beispiel ist eine Halbkugel-Schale mit einer Offnung (Bild 3.16). Der untere Rand
der Schale ist nur teilweise an acht Auflagern vertikal gelagert und der freie obere Rand wird
vertikal mit einer Streckenlast belastet. Aus Symmetriegriinden wird ein Achtel der Schale
mit neunknotigen Elementen diskretisiert. An den beiden Randern kommt es durch die Stérung
infolge der Belastung und Auflagerung zu hohen Spannungsgradienten, die einen grof3en Ener-
gienormfehler zur Folge haben. Das adaptiv ermittelte Netz mit starken Verfeinerungen in
den Storbereichen ist in Bild 3.17 dargestellt. Weiterhin ist in Bild 3.17 die Konvergenz der
geschatzten Fehler fur den expliziten und glattungsbasierten Fehlerschétzer aufgetragen. Beide
Methoden zeigen auch fur dieses Beispiel ein sehr ahnliches Verhalten.
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Geometrie:

Radius unten R = 10.0
Radius oben r = 3.0902
Dicke t = 0.04
Material:

Elastizitaitsmodul E = 6.825.107
Querdehnzahl v = 0.3

Bild 3.16: Abschnittsweise gelagerte Kugelschale — System und Belastung

5000 10000

adaptiv verfeinertes Netz Anzahl der Freiheitsgrade
45000 Fhg.
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Bild 3.17: Abschnittsweise gelagerte Kugelschale — Adaptive Berechnung
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4 Erweiterte adaptive Methoden fiir lineare Elastizitat

4.1  Einfihrung

Die in Kapitel 3 vorgestellten Methoden eignen sich zur Abschétzung des Fehlers in der Energie
bzw. in den Spannungen des gesamten Tragwerks. Fur praktische Problemstellungen ist die
globale Energienorm jedoch im allgemeinen nur von untergeordneter Bedeutung. Zur Verallge-
meinerung der Fehlerschéatzer fir beliebige lokale sowie globale GrofRen sind Dualitats— bzw.
Reziprozitatsargumente, wie sie zum Beispiel bei dem EinfluBlinien oder —flichen Konzept
verwendet werden, hilfreich.

Die Fehler fur beliebige lokale und globale GréRen kénnen im Unterschied zur Energienorm
nicht aus der Lsung von Teilproblemen abgeschétzt werden. Bei der Fehlerabschétzung beziig-
lich der Energienorm und anderer Grél3en bestehen z.T. grundsétzliche Unterschiede, wie sie
bei dem in Bild 4.1 dargestellten Beispiel deutlich werden. Die Diskretisierungsfehler in der
L,—Norm der Verschiebungen sind von der Lange des unbelasteten Teilbereiches |, abhangig.
Die Fehler in der Energienorm werden davon jedoch nicht beeinfluit. Werden mit Residuen
belastete lokale Dirichletprobleme zur Berechnung der Verschiebungen verwendet, ist der be-
rechnete L,—Norm Verschiebungsfehler unabhéngig von der Lange |,. Im unbelasteten Bereich
Iy sind keine Spannungen und Residuen vorhanden und die Ldsung der Teilprobleme fiihrt
zu keinen Verschiebungen. Aus Bild 4.1 folgt jedoch, dal} die Teilprobleme im unbelasteten
Bereich sehr groRe Starrkdrperverschiebungen ausfiihren und damit zu groen L,—Norm Feh-
lern flhren.

Dualitatsbeziehungen wurden bereits Ende der sechziger und Anfang der siebziger Jahre zur
a—priori Abschatzung von L— [117] oder L,-Norm Fehlern [82] verwendet. Ein Konzept

EEEEE

R A

Bild 4.1: Kragarm mit variabler Lange
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zur a—posteriori Fehlerabschatzung und Berechnung von verbesserten lokalen und integralen
Grolien stellten Babuska und Miller fur Elastizitatsprobleme 1984 vor [7], [8], [9]. Die lokalen
Fehlerschatzer fiihren auf die zweimalige Ldsung des urspringlichen Problems mit unter-
schiedlichen Belastungen. Aus den klassischen Energienormabschatzungen fiir die beiden Last-
falle wird eine a—posteriori Fehlerabschétzung fur das lokale Problem berechnet. Die grund-
satzliche Vorgehensweise mit Dualitatstechniken, d.h. mit zwei unterschiedlichen Lastfallen
fur lokale Abschéatzungen, wurde von Tottenham [130] bereits Anfang der siebziger Jahre vor-
gestellt. Die Netzadaption bezuglich lokaler Variablen wurde in den genannten Arbeiten nicht
behandelt. Adaptive Methoden bezuglich lokaler Variablen wurden in der Literatur erst vor
kurzem von Babuska et al. [18] und Becker und Rannacher [24] eingefuhrt. Die Arbeiten
von Becker und Rannacher stutzen sich auf das von Johnson et al. [68], [70] und Eriksson
et al. [52], [53] vorgestellte allgemeine Konzept zur a—posteriori Fehlerabschatzung und Netza-
daption fir elliptische, parabolische und hyperbolische Differentialgleichungen.

4.2  EinfluRflachenkonzept in der Strukturmechanik

Die fir die Fehlerschatzung erforderlichen Dualitdtsargumente werden im nachfolgenden zu-
nachst mit dem aus der Strukturmechanik vertrauten klassischen Einfluflachenkonzept moti-
viert. Im weiteren kdnnen die aus dem EinfluBflachenkonzept bekannten Zusammenhénge
zur Entwicklung von neuartigen Fehlerschétzern verwendet werden. Obwohl die Herleitungen
im nachfolgenden nur fur das Kontinuum gezeigt werden, ist die Erweiterung auf die Schalen-
gleichungen relativ einfach.

Ausgangspunkt sind die Lamé—Navierschen Differentialgleichungen GI1.(2.14) zur Berechnung
der Verschiebungen u eines Tragwerks mit veranderlicher auflRerer Belastung p und f.

divo(u) + p=0 auf Q

oun=f afly u=0 aufIp
Fur praktische Problemstellungen, wie zum Beispiel bei der Bemessung von Bauteilen, sind
nur die Spannungen oder Verschiebungen an ausgewéhlten Stellen maRgebend. Nach der ein-
maligen Berechnung der EinfluBflachen kénnen die maligeblichen lokalen Spannungen und
Verschiebungen fur beliebige Belastungen p und f sehr einfach berechnet werden. Die beschrie-
bene Vorgehensweise ist u.a. zur Bemessung von Bauwerken mit sehr vielen unterschiedlichen
Lastfallen interessant. Die EinfluRflachen werden aus den Lamé—Navierschen Differentialglei-
chungen mit modifizierten Belastungen bestimmt. Das neue Problem wird auch als das duale
oder adjungierte Problem bezeichnet, da die duale Variable zu den betrachteten GréRzen als
Belastung aufgebracht wird.

4.2.1 EinfluBflachen fir VerschiebungsgrofRen

Die Einflulflache der punktuellen Verschiebungen an der Stelle x = X in der Richtung i wird
zum Beispiel aus dem folgenden dualen Randwertproblem bestimmt.
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div 6(G) + §;(X) = 0 auf Q (4.1)
oGn=0 afl'y G=0 aufI'p
Der Lastvektor &, stellt dabei die duale Variable zu der lokalen Verschiebung an der Stelle

x = X dar. Der Lastvektor 8, besteht aus einer Einzellast der GroRe eins bzw. einem Dirac
Delta in Richtung der gesuchten Verschiebungskomponente, z.B. fir i=2 gilt:

Mit den kartesischen Basisvektoren i, i, und i;. Die Losung des dualen Problems ist die
Greensche Funktion G. Aus dem Einflu3flachenkonzept ist der folgende Zusammenhang zwi-

schen der Belastung und der Verschiebung des urspriinglichen GI.(2.17) und des dualen Pro-
blems GI.(4.1) bekannt

(u,9i(x)) = (p,G) + (f, G)r, (4.3)

Die Multiplikation der Verschiebungen u des primalen Problems mit der Belastung des
dualen Problems &,(x) auf der linken Gleichungsseite ergibt die lokalen Verschiebungen
an der Stelle x = X.

U, 8,(X)g = (¥ (4.4)
Ist die Greensche Funktion G bekannt, so kann die lokale Verschiebung u;(X) flr beliebige
Belastungen p und f aus Gleichung (4.3) bestimmt werden. Die Greensche Funktion wird
auch als die EinfluRfunktion fur die gesuchte lokale Verschiebung interpretiert. Der durch
Gleichung (4.3) beschriebene Zusammenhang ist in der klassischen Ingenieurliteratur als Rezi-
prozitatstheorem oder Satz von Betti Maxwell [83] allgemein bekannt und kann aus dem ur-
sprunglichen und dem dualen Randwertproblem mittels partieller Integration hergeleitet wer-
den.

u(X) = —(u,div 6(G)) = (Vu,0(G)) = (CVu,VG) = (p,G) + (£,G)r (4.5)

In der obigen Umformung wurde die Symmetrie des Werkstofftensors C ausgenitzt. Ein
einfaches Stabbeispiel in Bild 4.2 zeigt die Anwendung des vorgestellten Konzepts zur Be-
stimmung der Verschiebungen am Stabende.

Far einige Problemstellungen mit unterschiedlicher Geometrie und unterschiedlichen Randbedin-
gungen sind die Greenschen Funktionen bekannt. Zur Berechnung der lokalen \erschiebungen
wird die Greensche Funktion in Gleichung (4.5) eingesetzt. Fur viele Problemstellungen, insbeson-
dere flr Schalentragwerke, ist die Greensche Funktion jedoch nicht bekannt und das vorgestellte
Konzept kann nicht angewendet werden. Im Rahmen der Finite-Elemente—Methode ist es jedoch
sehr naheliegend, das duale Problem GI.(4.1) selbst zu diskretisieren.

B(G", V") = (8;(%),v") Vv evh (4.6)
Hierbei beschreibt G" die Finite—Elemente—Naherung der Greenschen Funktion G. Die Bela-

stung besteht entsprechend zum kontinuierlichen Problem aus einer Einzellast an den Element-
knoten mit den Koordinaten x = X. Die Knotenverschiebungen fir das urspringliche Problem
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werden mit dem Satz von Betti-Maxwell oder genauer mit der folgenden Umformung be-
stimmt.

uf(®) = (3;(%),u") = B(G"u") = (p,G")q + (£,G") (4.7)

Die gleiche Verschiebung u?(x) kann nattrlich auch mit dem urspunglichen Randwertproblem
und der gleichen Diskretisierung wie in GI.(4.6) berechnet werden.

System und Belastung Verschiebungen u(x)

p
0.51\ 03 |

1.0
| u(x)

duales Problem EinfluBlinie G(x)

N e |

G(x)

Bild 4.2: Definition des ursprunglichen und dualen Problems

4.2.2 Einflul3flachen fir Spannungsgrofien

Die lokalen Spannungen lassen sich nach der Berechnung der zugehérigen EinfluBlinien &hn-
lich zu den lokalen Verschiebungen bestimmen. Im nachfolgenden werden zur Vereinfachung
zuerst die EinfluBlinien fdir die Verschiebungsgradienten u; ; und anschlieBend die fur Spannun-
gen vorgestellt. Weiterhin wird die Regularitat der dualen Lésung zunéchst nicht diskutiert.
Die EinfluRlinien flr die Verschiebungsgradienten bezliglich eines kartesischen Koordinatensy-
stems werden mit Hilfe des folgenden dualen Problems bestimmt.

div 0(z) + aixjai(x) =0 aufQ (4.8)
oz)n=0 aufly z=0 auf I,
Dabei ist z eine verallgemeinerte Greensche Funktion. Die Belastung des dualen Problems
besteht aus einem Sprung in den Verschiebungsgradienten bzw. aus einer Diskontinuitét in

den zugehdrigen Verschiebungen. Die Anwendung des Satzes von Betti Maxwell auf das pri-
male und duale Problem ergibt:

(u-8(X)) = (p.2) + (F,2)r, (4.9)
J

Aus der linken Seite folgt nach partieller Integration der lokale \erschiebungsgradient.

(0,5 000) = —3—3}(70
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EinfluBlinie fir ”Belastung” regularisierte Belastung

e \E Tl

—

Bild 4.3: Einflu3linie flir Spannungen

Die Multiplikation der Belastungen p und f mit der Einflulinie z ergibt den Verschiebungs-
gradienten u; ;(X).

auh
a—x'j(X) = -®2 - {2, (4.10)

Die Verzerrungen lassen sich anschlief’end aus den Verschiebungsgradienten entsprechend Gl.
(2.9) bestimmen.

_1
€ = E(ui,j + uj,i)

Da die verallgemeinerte Greensche Funktion unbekannt ist, wird in GI.(4.10) wieder eine Finite—
Elemente—Approximation verwendet. Der Verschiebungsgradient des diskretisierten Tragwerks
wird nach Einsetzen von z" in die Gleichung (4.9) und anschlieRender Integration bestimmt.
Die Existenz der Losung z flr das duale Problem GI.(4.8) wurde bei der bisherigen Herleitung
vorausgesetzt. Die vorgeschriebenen Diskontinuitaten in den Verschiebungen liegen jedoch
nicht in dem zulassigen Sobolev Raum H* und fiir das duale Problem existiert folglich keine
Losung. In der mathematischen Literatur wird deshalb ein modifiziertes bzw. regularisiertes
duales Problem betrachtet [18]. Die Konvergenz der regularisierten Losung gegen die irregu-
lare Losungwirdanschliefendanalytischgezeigt. Imnachfolgendenwerdeneinigemechanisch
sinnvolleRegularisierungenimZusammenhangmitder Finite—Elemente—Methodevorgestellt.
Ein reguléres Losungsverhalten kann am einfachsten durch Glatten des diskontinuierlichen
Verschiebungsverlaufes in der Nahe des Punktes x = Xerzwungenwerden. Wird die Einfluf3-
funktionzmitder Finite—-Elemente—Methode approximiert, so erfolgt die Glattung ameinfach-
sten durch zwei entgegengesetzte Krafte in denbenachbarten Knoten des Punktes mitder Koor-
dinaten X (Bild 4.3).

B(z",v) = (ﬁi(x + ijhr),vh)—(éi(x—i jh',vh) AVANCRV (4.11)

Dabei sind h"und h' die GroRen der benachbarten Elemente und ij ist ein kartesischer Basisvek-
tor. Das Produkt aus der EinfluRfunktion z" und den auBeren Belastungen p und f liefert ge-
mal des Satzes von Betti-Maxwell die Differenz der Verschiebungen zwischen den beiden
Einzellasten.

68



]
' T

Bild 4.4: Einflul3flachen flr Verzerrungen

ul(X + ijh")-ul(x-in") <6i(x + i), uh)—(t‘)i(x—ijh', uh) (4.12)

= B(Z"u") = (p,2Mg + (2",
Aus der Division durch den Abstand der Lastangriffspunkte folgt eine Naherung fur die Ver-
schiebungsgradienten.
ul(x + i;hn-un(x + i;hl)

oun

Der EinfluR der Regularisierung ist fir kleine ElementgroRen h' und h' sehr gering. Die regu-
larisierten Dehnungen €;; und €5, sind identisch mit den \erschiebungsgradienten
Uy, und u,,. Die Schubverzerrungen werden aus den Verschiebungsgradienten u, , und u, ,
oder mit einer Belastung wie in Bild 4.4 rechts dargestellt bestimmt.

Die Belastung zur Ermittlung der Einfluflachen von Schnittgrélien bei Flachentragwerken
ist aus der klassischen Strukturmechanik bekannt und wird deshalb nicht weiter diskutiert.
Mechanisch sinnvolle Regularisierungen, wie in Bild 4.5 fiir die Momente dargestellt, kdnnen
auch fur die anderen SchnittgréRen relativ einfach konstruiert werden.

4.2.3 EinfluBRflachen fur integrale Variable

Fur praktische Problemstellungen sind weiterhin die Einflullinien integraler GréRen wie bei-
spielsweise Auflagerkrafte besonders interessant. Die zur Auflagerkraft zugehorige duale Va-

EinfluBlinie fir ”Belastung” regularisierte Belastung

= 5 =4

) flf

Bild 4.5: EinfluRlinie fir Momente
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riable, eine Verschiebung des Auflagers, ist somit auch die Belastung des dualen Problems.
Die EinfluBlinien fur die Auflagerkréfte werden wie bei den Spannungen auch mit regularisier-
ten Belastungen ermittelt. Die regularisierte Finite—Elemente—Naherung wird zum Beispiel
mit der in Bild 4.6 dargestellten Linienlast bestimmt. Die Auflagerkraft F" wird anschlieRend
mit Hilfe des Satzes von Betti—-Maxwell ermittelt.

F'" = (p,2Mg + (2", (4.14)

Weiterhin wird zur Bemessung von Tragwerken in der N&he von Singularitdten meist der Mit-
telwert der Spannungen verwendet. Dazu sind die in Abschnitt 4.2.2 vorgestellten dualen Bela-
stungen fiir die Spannungen in dem betrachteten Bereich verteilt anzubringen.

F T

(
} \
Linienlast Verschiebungen
infolge Linienlast

Bild 4.6: Regularisiertes duales Problem fur die Auflagerkraft F

4.3  A-Priori Fehlerabschatzung mit Dualitatstechniken

Die in den letzten Abschnitten vorgestellten Dualitatstechniken werden bereits seit Mitte der
siebziger Jahre zur a—priori Fehlerabschatzung verwendet (u.a. in [117], [126]). Da die Theorie
zur a—priori Fehlerabschatzung im wesentlichen vollstandig ist, kénnen daraus wichtige Er-
kenntnisse flr die a—posteriori Fehlerabschatzung abgeleitet werden. Im nachfolgenden wird
kurz die Vorgehensweise zur Herleitung von a—priori Fehlerschatzern fir beliebige lokale und
globale GroRen skizziert. Fir Fehlerabschatzungen, die nicht auf Energienormen basieren,
wird zusatzlich zum Randwertproblem zur Berechnung der Fehler nach GI. (3.28)

B(e,v) = (R,v), + (J,v), Vv ev

ein duales Problem betrachtet. Die Belastung fiir das duale Problem wird in Abhangigkeit
der betrachteten GroRe in Anlehnung an das EinfluBlinienkonzept gewabhlt.

Zur Bestimmung der lokalen Verschiebungsfehler in der ndheren Umgebung t des Punktes
X = X wird eine Flachenlast Si als Belastung angebracht.

B(G,v) = (d;,V) Vv eV (4.15)
Der Lastvektor 9, besteht aus einer regularisierten Einzellast bzw. Dirac Delta d und setzt
sich entsprechend der Gleichung (4.2) zusammen, z.B. fir i=2 gilt:
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8,(X) = 0y + O(X)i, + O-ig (4.16)
Die lokalen Verschiebungsfehler ergeben sich aus der Fehlergleichung (3.28) und dem dualen
Problem Gl. (4.15) mit Hilfe des Satzes von Betti Maxwell (siehe auch Gl.(4.5))

(e,8,X)) = B(e,G) = (R,G) + (J,G);. (4.17)
mit

(e,8,(X)) = I e dx (4.18)

T
Die konkrete Form der regularisierten Belastung & beeinflukt somit nur die Wichtung der
\erschiebungsfehler in der Umgebung des Punktes x = X. Die a—priori Abschatzung der loka-
len Fehler geht von der regularisierten Greenschen Funktion G und der von den Fehlern e
geleisteten inneren Arbeit aus. Unter Ausnutzung der Gar!erkin—Orthogonalitét wird die Finite—
Elemente—Approximation der Greenschen Funktion G in Gleichung (4.17) eingesetzt.

- - -~ ~h
(& 9;(X)) = B(G,e) = B(G-G ,¢) (4.19)
Der Bilinearform 1aRt sich weiterhin mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung in zwei Anteile
zerlegen.

(e6)? = B(G-G",92= BG-G", 6-G")B(e o) = G-G" [Z e[2 (4.20)
Das Produkt der Energienormfehler fiir das urspringliche und das duale Problem ergibt somit
eine Abschétzung fiir das entsprechend Gleichung (4.18) gewichtete Mittelwert der lokalen
Verschiebungsfehler e;(X). Nach Einsetzen der in Abschnitt 3.2.1 hergeleiteten a—priori Ab-
schatzungen fur die Energienorm in Gleichung (4.20) folgt eine a—priori Fehlerabschétzung
fur den lokalen Fehler.

(&, 3i(x)| = ChM"PrD || G || h™CSD || (4.21)
Darin ist p der Polynomgrad der Finite—-Elemente—Ansatzfunktionen und h ist eine charakteri-
stische Elementlange. Das Konvergenzverhalten der lokalen Verschiebungen wird mit den Pa-
rametern r und s, der Glattheit der urspriinglichen und der dualen Losung gesteuert. Ist die
Losung zum Beispiel infolge der Geometrie des Gebietes flr das urspriingliche und duale
Problem singulér, so ist eine deutlich geringere Konvergenzrate zu erwarten, als bei Singularita-
ten, die ausschlieBlich auf die Belastung des dualen Problems zurlickzufiihren sind.

Theoretisch sowie historisch sind die L ,—Norm-Abschatzungen fur die Verschiebungen auch unter
dem Gesichtspunkt der Dualitatstechniken interessant [126]. Dazu wird das folgende duale Pro-
blem betrachtet.

B(z,v) = (e V) Vv eV (4.22)
Die Belastung ist der unbekannte Fehler e selbst. Die Anwendung des Satzes von Betti-Max-

well auf das Randwertproblem zur Berechnung der Fehler Gl. (3.28) und das duale Problem
(4.23) ergibt.
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lel§= (e.e) = B(z.e) (4.24)

den L,—Norm Fehler im Quadrat. In die linke Gleichungsseite wird wieder die Finite—Elemente—
Losung des dualen Problems z" eingesetzt (Galerkin-Orthogonalitét).

e 3= B(z-z" ) (4.25)

Das Produkt der Fehler wird mit Hilfe der Cauchy-Schwarz—Ungleichung in zwei Anteile
zerlegt.

lel2=1B(z-z"e)l = /B — 2"z — 2") /Be€) =] z — 2" || e ] (4.26)
Zur Abschétzung der Diskretisierungsfehler werden wiederum die in Abschnitt 3.2.1 hergelei-
teten Energienormabschétzungen verwendet (GI.(3.17)):

[ e l5= ChmMnPrD | z]| hmn®sL | u | (4.27)

Die L6sung des dualen Problems || z ||, wird mit einer Stabilitdtsabschatzung aus der Belastung
des dualen Problems abgeschétzt.

. Z . . .
” e ||0S Chmm(p,r—l)Hhmm(p,s—l) ” u ||5= SCChmm(p,r—l)hmm(p,s—l) ” u ”S (4.28)

Die Stabilitatskonstante S ist eine vom Tragwerk abhangige und von der Diskretisierung unab-
hangige Konstante, die das Verhaltnis der Verschiebungen z zu der Belastung e des dualen
Problems beschreibt.

(4.29)

Die Konstante S ist sehr groB, wenn der Verschiebungsverlauf z, gemessen in der H'-Norm,
fur die gegebene Belastung e sehr grof3 ist.

Der Konverzgenzordnung der Verschiebungen wird, wie bei den lokalen Fehlern, mit der Kon-
vergenzordnung der Energienormfehler des urspriinglichen und des dualen Problems gesteuert.
Existieren die Losungen u und zin der || . ||, Norm, so wird die maximale quadratische Konver-
genzordnung fiir die Verschiebungen fiir bilineare Elemente

[ ello= ScCh? [ u, (4.30)

erreicht. Die vorgestellte L,—Fehlerabschatzung unter Ausnutzung von Dualitatsprinzipien
wird in der mathematischen Literatur als Aubin—Nitsche Trick bezeichnet [126].

4.4  A-Posteriori Fehlerabschatzung mit Dualitatstechniken

Die Herleitung von a—posteriori Fehlerschatzern fur lokale und globale Gréf3en orientiert sich
sehr stark an der Vorgehensweise der a—priori Abschéatzungen. Das urspringlich von Tottenham
[130] vorgestellte und von Babuska et al. [7], [8]. [9] ausgearbeitete Vorgehen basiert auf
a—posteriori Energienormabschatzungen fir das urspriingliche und das duale Problem.
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4.4.1 A-Posteriori Fehlerabschatzung fur lokale Variable

Fir die lokalen Verschiebungsfehler in der naheren Umgebung eines bestimmten Punktes
X = X wird wie bei der a—priori Abschatzung (Gl.(4.20)) von der folgenden Gleichung ausge-
gangen:

e, 5,(0)] <] 6-G" [l e e (4.31)

Einsetzen der in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten a—posteriori Fehlerschatzer fir die Energienorm
ergibt die entsprechenden Fehlerschétzer fir den lokalen Fehler. Fur die spatere Netzadaption
eignet sich besonders die elementweise Berechnung der Gleichung (4.31).

- -~ -h - -~h
(5,000 = SEBG-C" o) | = SN | 66" fog e, 432)

In dieser Form wird der Beitrag der verschiedenen Elemente zu den lokalen Fehlern von den
zugehdrigen Indikatoren beschrieben.

—
Mk =[G-G lleg, elleg, (4.33)

Wie aus der Gleichung (4.32) ersichtlich ist, beschreiben die Energienormfehler des dualen
Problems || G le,o, den Einflul der Elementfehler | e [, auf den lokalen Fehler (e, 8(X)).
Wie bereits erwahnt beeinflut die konkrete Form der regularisierten Einzellast & nur die Wich-
tung der Verschiebungen in der Umgebung des Punktes x = X. Wird die Belastung & zum
Beispiel wie in Bild 4.7 gewahlt, so ist bei dem diskretisierten Tragwerk nur der Finite—Elemente—
Knoten mit den Koordinaten x = X mit einer Einzellast zu belasten. Zur Abschatzung der Fehler
im Mittelwert der Verschiebungen ist die Belastung des dualen Problems in dem betrachteten
Teibereich als konstant zu wahlen. Im Rahmen der Adaptivitét sind besonders die relativen Fehler
n"® interessant.

= =h
el = ZEEIE | GG ”e,QkH € ||e,Qk

(4.34)

Die relativen Fehler sind von der integralen GroRe der Belastung unabhéngig, so daB die Bela-
stung bei der numerischen Berechnung nicht skaliert werden mul. Die Fehler in den lokalen

JEVAET Th 1“{

kontinuierliches Problem diskretisiertes Problem
Bild 4.7: Last auf einen FE Knoten und die zugehdorige kontinuierliche Belastung [46]

9 =
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Spannungen werden, wie bei dem Einfluflachenkonzept vorgestellt, mit dem entsprechend
regularisierten dualen Problemen bestimmt.

4.4.2 A-Posteriori Fehlerabschatzung fur integrale Variable

Ist fir eine integrale Variable, wie zum Beispiel die Auflagerkraft, die Belastung des dualen
Problems bekannt, so kann der Fehler a—posteriori auch fur lokale Variablen abgeschéatzt wer-
den (siehe Gl. (4.32)).

|V| = ‘B(Z_Zh’ e)‘ = ZEEIE H Z_Zh ”e,QkH € ||e,£2k

Dabei sind z und z" die zum dualen Problem zugehérigen Losungen. In der Strukturmechanik
werden haufig aus der Finite—-Elemente-L0osung integrale Werte folgender Form bendétigt.

uh - F(un, 297 ) dx (4.35)

T
F stellt hierin eine beliebige, von der L6sung u und deren Ableitungen abhangige Funktion
dar. Integrale dieser Form treten zum Beispiel bei der Sensitivitatsanalyse von Tragwerken
oder bei der Berechnung von Spannungsintensitatsfaktoren auf. Die Fehler der betrachteten
integralen Variablen

e F(uh,%—tj(h, ... )dx

T

kdnnen auch ndherungsweise mit Dualitatstechniken abgeschatzt werden. Die Belastung des
dualen Problems wird dazu folgendermafRen gewabhlt.

g {F(uh,%, .) auf T
0 auf TN Q (4.36)

Nach Anwendung des Satzes von Betti Maxwell folgt fiir den Fehler in der integralen Varia-
blen:

e F(uh,%—tj(h, ...) dx = B(z,e) = (R,z), + (3, 2), (4.37)

T
Die Losung des dualen Problems infolge der Belastung mit der Funktional F wurde dabei
mit z bezeichnet. Daraus wird mit der gleichen Argumentation wie bei den lokalen Fehlern
der folgende a—posteriori Fehlerschétzer abgeleitet.

guh
e (W2 ) 0 = STNEL 22" g [ g, (4.39

T
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Dabei dienen die Fehler des dualen Problems wieder als eine Wichtungsfunktion fir die Ener-
gienormfehler des urspriinglichen Problems.

4.5  Sonstige Methoden zur lokalen a—posteriori Fehlerabschatzung

Unabhangig von der bereits diskutierten Methoden wurden von Eriksson et al. [53], [54] und
Johnson et al. [68] weitere a—posteriori Fehlerschétzer fir die L .—und L,—~Normen vorgestellt.
Die im nachfolgenden vorgestellten Methoden basieren auch auf Dualitatsargumenten und sind
sehr stark an die a—priori Abschatzungen angelehnt. Zur Abschatzung der L,—Norm Fehler
wurde in Abschnitt 4.3 bereits die folgende Beziehung verwendet (Gl.(4.22)).

(e,e) = B(z,e)
Dabei ist z die Lésung und e die Belastung des dualen Problems. Ausgehend von den Residuen
geleisteten dulReren Arbeit wird ein expliziter residualer Fehlerschatzer hergeleitet.

lel3= Bze) = > ¥R 2)q + T2)r] (4.39)

Die &uRere Arbeit kann unter Ausnutzung der Galerkin—Orthogonalitat und der Cauchy-—
Schwarz-Ungleichung weiter umgeformt werden.

leld= > NEY{IR ol 2 rdz1z ]} (4.40)

Die Interpolationsfehler z — 1z der dualen Losung sind mit den bekannten Abschédtzungen
nach oben hin beschrénkt.

|z = 1z]pg, = Cihilzq, |z = 1z]or = Cp/hi 20, (4.41)
Zur Fehlerabschétzung in den L,—Norm steht damit die folgende Ungleichung zur Verfiigung.

lelp= >N ChZ IR o, 12120, + ok T lor, 12120,} (442

In der von Johnson et al. und Eriksson et al. vorgestellten Vorgehensweise wird in Anlehnung

an die a—priori Abschétzungen eine Stabilitatskonstante eingefihrt.
4P

e llo

Die Konstante S. wird aus der zweiten Ableitung der dualen Ldsung und der L,—Normen
der Verschiebungen bestimmt. Die Abschatzung GlI.(4.42) fiihrt mit der Stabilitdtskonstanten
auf die folgende explizite Fehlerabschétzung.

2
Jel3= se > Nefem 0l 3o 4.44)

Die Stabilitdtskonstante zur Fehlerabschatzung wird néherungsweise wie folgt bestimmt.

Se = (4.43)

Z
S, ~ | fe'”|2 (4.45)

” ufeln grob ”0
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Der unbekannte Fehler ebzw. die Belastung des dualen Problems wurde dabei aus der Differenz
der Losungen fir eine feine u?ein und eine grobere Finite—~Elemente-L6sung ugrob angenéhert.
Nach Einsetzen der Stabilitatskonstanten in die Ungleichung (4.44) kann die L,—Norm der
Verschiebungsfehler mit der L,—Norm der Residuen abgeschatzt werden. Im Unterschied zu
den im Abschnitt 3.2.2.4 vorgestellten expliziten Energienormabschatzungen werden die
Elementinnenresiduen mit hf< anstatt mit hy und die Sprungterme mit \/E anstatt /h—K multi-
pliziert. Die bekannte, um eine h Potenz hohere Konvergenzrate fir die Verschiebungen wird
damit von der a—posteriori Abschatzung Gl. (4.44) richtig wiedergegeben. Fir allgemeine Trag-
werke zum Beispiel mit bereichsweise unterschiedlichen Steifigkeitseigenschaften liefert die
Fehlerabschatzung mit der globalen Stabilitatskonstante S¢ schlechte Ergebnisse, da die Resi-
duen im gesamten Gebiet mit einer einzigen Konstanten gewichtet werden. Das gleiche Verhal-
ten ist auch bei dem Einfluiflichenkonzept zu erwarten, falls die gesamte Belastung mit einer
einzigen "EinfluBzahl” multipliziert wird. Die globale Stabilitdtskonstante S kann die unter-
schiedliche Wichtung der einzelnen Elementanteile nicht beriicksichtigen. Um diese Nachteile
zu vermeiden, missen die Residuen, wie bereits im letzten Abschnitt erldutert, mit den Fehlern
des dualen Problems gewichtet werden.

Ausgehend von der Abschatzung Gl.(4.42) werden von Becker und Rannacher [24] die zweiten
Ableitungen der diskreten dualen Lésung z" als Wichtungsfaktoren verwendet.

leld= > NSO IR g, 1220, + Co 01T lur, 1220, (4.46)

Die zweiten Ableitungen der Finite—Elemente—Ldsung lassen sich mit geeigneten Differen-
zenformeln approximieren (siehe Anhang A.4). Werden die dualen Belastungen gemaR
des EinfluRflachenkonzeptes geeignet gewéhlt, so folgt aus der Gleichung (4.46) ein Fehler-
schatzer fur nahezu beliebige GroRen.

4.6  Adaptive Netzverfeinerung

Im nachfolgenden wird der in Abschnitt 3.3 vorgestellte adaptive Algorithmus zur Netzverfei-
nerung bezlglich beliebiger Variablen erweitert. Die Diskretisierungsfehler werden mit den
a—posteriori Fehlerschatzern (u.a. mit (4.32)) ermittelt. Die zugehdrigen Indikatoren

1
Nk = (B(e, e)QKB(z—zh, z-z") QK)2 (4.47)
zeigen den Beitrag der verschiedenen Elemente zu dem betrachteten Fehler. Der Einflul} der
einzelnen Elemente setzt sich dabei multiplikativ aus den Energienormfehlern furr das urspriing-
liche und das duale Problem zusammen. Die Energienormfehler des dualen Problems haben,
wie bereits diskutiert, eine ahnliche Funktion wie die EinfluRflachen bzw. —linien in der klassi-
schen Mechanik.

Uberschreiten die geschatzten Fehler eine vorgegebene relative Toleranz, so ist die Finite—Ele-
mente—Diskretisierung zu verfeinern. Wie in Abschnitt 3.3.1 fur den Energienormfehler gezeigt
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wurde, missen die einzelnen Elemente bei einem nahezu optimalen Finite—Elemente—Netz
den gleichen Beitrag &y zu dem Gesamtfehler leisten. Ein &hnliches Optimalitatskriterium
[4Rt sich mit den in Abschnitt 3.3.1 verwendeten Techniken auch fiir beliebige Variable zeigen.
Zur Verfeinerung des Netzes eignen sich die Elementunterteilungs— und Neuvernetzungsstrate-
gien. Beide Vorgehensweisen werden im wesentlichen wie bei den klassischen, auf der Energie-
norm basierenden Algorithmen verwendet. Es ergeben sich lediglich fur die Neuvernetzungs-
strategie einige wenige Modifikationen.

Die angestrebten Fehlerindikatoren pro Element werden aus den vorgegebenen relativen Feh-
lern 1, der Belastung des dualen Problems d und der diskreten Lésung u" bestimmt.

5 = ﬁ(l\‘l’é‘lj_h) (4.48)
Das Verhaltniss der Ist— zu Sollfehler ergibt ein Kriterium fiir die Verfeinerung.

E = E”_m (4.49)
Mit den bekannten Konvergenzordnungen fir die VerschiebungsgréfRen mit

|e],=< ChP*! (4.50)
und fir die SpannungsgroRen mit

ee= ChP (4.51)

bei reguléaren Problemen konnen ideale ElementgroRen fur die Netzverfeinerung bestimmt
werden. In den Gleichungen (4.50) und (4.51) ist p die Polynomgrad der Ansatzfunktionen.
Auch fir lokale Verschiebungen und Spannungen kénnen die gleichen Konvergenzordnungen
wie in GI.(4.50) bzw. GI.(4.51) angenommen werden. Mit &; 1aRt sich die neue ElementgroRe
hi heu I Abhangigkeit der alten GroBe h; ., fir die VerschiebungsgroRen mit

i,neu
_1
hi,neu = Ei b hi,alt (4-52)
und flr die SpannungsgréRen mit

1
hi,neu = Ei P hi,alt (4-53)

bestimmen. Ausgehend von den so ermittelten ElementgroBRen h; .., wird mit einem Netzgene-
rator eine neue Diskretisierung generiert.

Das im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelte adaptive Konzept beziiglich nahezu belie-
biger lokaler sowie globaler Variablen ist in Bild 4.8 dargestellt. Zusétzlich zu den klassischen
Methoden ist fiir das duale Problem lediglich eine weitere rechte Seite zu l6sen, um die Fehler
abzuschéatzen. Wird zur Gleichungsldsung ein direkter Loser verwendet, so ist der Mehrauf-
wand im Vergleich zu klassischen adaptiven Algorithmen verschwindend klein. Wie die nach-
folgenden Beispiele zeigen, kann das vorgestellte Konzept je nach Problemstellung deutlich
bessere Ergebnisse als vergleichbare Methoden liefern.
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ja /¢\nein
STOP = Fehler < tol

Bild 4.8: \Vereinfachtes Schema eines adaptiven Berechnungsablaufs

4.7 Beigpiee

Das erste Beispiel ist ein beidseitig eingespannter Tréger unter gleichmaRiger Belastung. An-
hand dieses einfachen Beispiels kdnnen die Vorteile des vorgestellten adaptiven Konzepts be-
sonders deutlich gezeigt werden. Zur Bemessung des Trégers sind hauptsachlich die Span-
nungszustdnde an den Auflagern und in der Feldmitte malRgebend. In Bild 4.9 sind
beispielsweise die verfeinerten Netze beztglich der Spannungen in der Feldmitte und der Auf-
lagerkraft dargestellt. Weiterhin zeigt Bild 4.9 das beztglich der Energienorm verfeinerte Netz.
Um die Energienormfehler zu begrenzen, werden erwartungsgemaR alle Bereiche mit starken
Spannungsgradienten verfeinert. Fur die lokalen Fehler werden lediglich die Bereiche mit ei-
nem groRRen Einflul auf die betrachtete GroRe verfeinert. Der Einflu} der unterschiedlichen
Bereiche wird mit Hilfe der Energienormfehler des dualen Problems ermittelt. Um die Effekti-
vitdt der beiden Vorgehensweisen mit und ohne Dualitatstechniken zu vergleichen, wurde fur
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Bild 4.9: Beidseitig eingespannter Trager

eine vorgegebene Anzahl von Elementen (ca. 750) der Fehler in den lokalen Grolzen verglichen
Bild 4.10.

Die exakten Fehler in den beiden verglichenen Grofien sind fiir die Netzadaption beziglich
der Energienorm ca. dreimal so groR, wie bei der auf Dualitatstechniken basierenden Vorge-
hensweise. Werden zum Beispiel zur Bemessung nur lokale Gréf3en bendtigt, so fiihren die
klassischen auf Energienormabschatzungen basierenden adaptiven Algorithmen zu unnétig vie-
len Freiheitsgraden. Bei der adaptiven Berechnung wurde die Auflagerkraft und die Horizontal-
spannung jeweils getrennt betrachtet. Es ist jedoch auch grundsatzlich moglich, fur beide Gro-
Ren ein einziges Netz zu generieren. Das Vorgehen verlauft analog zu der Netzadaption flr

Energienormkontrolle | lokale Fehlerkontrolle

Auflagerkraft 64.4 % 18.25 %

Spannungen in der Tragermitte 10.1% 3.0%

Bild 4.10: Relativer Fehler der Auflagerkraft und der Horizontalspannung in Tragermitte

79



mehrere Lastfélle bei der Energienormkontrolle. Dazu ist bei der Netzadaption in jedem Ele-
ment nur der grofite Fehlerindikator aus den einzelnen Lastfallen zu beriicksichtigen [6],[106].

Anhand des Beispiels wird auch deutlich, daf3 die dualen Probleme ein besseres Verstandnis
flr die Fehlerausbreitungsvorgange bei der Finite—Elemente—Approximation liefern. Wahrend
weit entfernte Teile des Tragwerks einen Einflull auf die Auflagerkréfte besitzen, werden z.B.
die Spannungen in der Feldmitte hauptséchlich von der unmittelbaren Umgebung beeinfluf3t.
Die Erklarung fir diese Beobachtung ist von mechanischer Natur: Die regularisierten dualen
Probleme fir die Spannungsgrofien werden mit den sich im Gleichgewicht befindlichen Kréfte-
paaren berechnet. Falls das Prinzip von St. Venant gilt, fiihren die Belastungen nur in der
Umgebung der Lastangriffspunkte zu Spannungen. Damit sind die lokalen Spannungsfehler
hauptsachlich von den Energienormfehlern der umliegenden Elemente abhangig. Im Gegensatz
dazu fiihren die zur Berechnung der Verschiebungen und Auflagerkréfte eingefuhrten Krafte
im ganzen Tragwerk zu Spannungen und Energienormfehlern.

Das vorgestellte Konzept kann auch besonders vorteilhaft zur Berechnung von Spannungsin-
tensitatsfaktoren verwendet werden. In der linearen Bruchmechanik wird die Tragfahigkeit
von sproden Materialien mit Rissen durch den Vergleich der berechneten Spannungsintensitats-
faktoren mit maximal zuldssigen Werten (Bruchzahigkeit) beurteilt. Es gibt zahlreiche Metho-
den zur Berechnung der Spannungsintensitatsfaktoren mit der Finite—Elemente—Methode [60].
Einfache Methoden kdnnen aus der Betrachtung des exakten Spannungs— und Verschiebungs-
zustandes in der Néahe der RiRspitze konstruiert werden. Die Horizontalspannungen in der
unmittelbaren Umgebung des Risses kdnnen zum Beispiel fiir eine gerissene Scheibe unter
axialer Belastung (siehe Bild 4.11) folgendermalen dargestellt werden.

Oxx = %cos(%)[l—sin(%) sin(%P)] + .. (4.54)

S
5{‘:— il —F #:
|
| 20.0 i 1 20.0 X

Energienormkontrolle = Spannungskontrolle an der Rif}spitze

Bild 4.11: Gerissene Scheibe mit konzentrierter Belastung
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Dabei ist r der Radiusvektor und ¢ die Richtungswinkel eines Polarkoordinatensystems an
der RiRspitze. Aus der Gleichung (4.54) wird eine einfache Formel zur Berechnung des Span-
nungsintensitatsfaktors K, hergeleitet.

K, = rli_r)no\/ﬂom (4.55)
Wird flr die gerissene Scheibe in Bild 4.11 das Netz bezuglich der Spannung oxx in dem
der RiRspitze nachst gelegenen Knoten verfeinert, so wird mit Gleichung (4.55) K, = 2.66
bestimmt. Die analytische Losung fur eine unendlich lange Scheibe betragt K, = 2.42. Als
Belastung fir das regularisierte duale Problem wurden zwei horizontale Einzellasten an dem
zur Ril3spitze benachbarten Finite—Elemente—Knoten angebracht. In Bild 4.11 sind die adaptiv
ermittelten Netze fiir die Energienorm— und der Spannungskontrolle an der Ril3spitze darge-
stellt. Bei der Netzverfeinerung beziiglich der Energienorm wurde an der RiRspitze und in
der Umgebung der Lastangriffsstellen verfeinert. Da die Entfernung der konzentrierten Bela-
stung zu der Ril3spitze sehr groR ist, ist mit einem sehr geringen EinfluB auf den Spannungsin-
tensitatsfaktor K, zu rechnen. Zudem besitzt das duale Problem an den Lastangriffspunkten
keine Singularitét, so daB der Verfeinerungsindikator bzw. der Fehler in den Spannungen oder
der Energie fiir das duale Problem nahezu Null ist. Das beziiglich der lokalen Spannungen
adaptierte Netz weist deshalb nur Verfeinerungen in der Nahe der Ril3spitze auf. Um die Span-
nungsintensitatsfaktoren zu berechnen, flihrt das Vorgehen mit Dualitatstechniken zu einer
wesentlich effektiveren Finite—Elemente—Berechnung.

Das vorgestellte Konzept bietet auch bei komplizierten Schalentragwerken Vorteile gegentiber
den klassischen adaptiven Algorithmen. Als Anwendungsbeispiel wurde eine teilweise gelagerte
Hyperboloidschale unter Axiallast ausgewahlt (Bild 4.12). Aufgrund der Symmetrie wurde nur
ein Viertel des Tragwerks mit neunknotigen Elementen diskretisiert. Die Finite—Elemente—Netze
wurden bezuglich der Energienorm und der Auflagerkraft am Punkt P verfeinert. Als Fehler-
schatzer wurde der auf superkonvergenter Spannungsglattung basierenden Zienkiewicz und
Zhu Fehlerschéatzer verwendet. Die Belastung flr das duale Problem besteht aus einer am Punkt
P angreifenden vertikale Linienlast mit einer Gr6Re von eins. Die Belastung des dualen Pro-
blems fuhrt bei der nichtversteiften Schale zu Spannungen und damit zu Energienormfehlern
Uber das gesamte Tragwerk. Obwohl der Grad der Verfeinerung unterschiedlich ist, sind die
beiden Netze deshalb an gleichen Stellen verfeinert. In Bild 4.12 ist weiterhin die Konvergenz
der geschatzten und der exakten Auflagerkraft bei Netzverfeinerung dargestellt. Da mit den
vorgestellten Methoden nur eine obere Schranke fiir den Absolutwert der Fehler berechnet
werden kann (siehe Gl.(4.32)), sind im Konvergenzdiagramm zwei Kurven fur die geschéatzte
Auflagerkraft aufgetragen. Die Abschétzung konvergiert bei Netzverfeinerung sehr schnell
gegen die richtige Auflagerkraft. Interessant bei diesem Beispiel ist auch, dal die geschatzte
Auflagerkraft und die Energie unterschiedliche Konvergenzordnungen besitzen. Die globale
Energienorm ist damit nicht zur Beurteilung der Genauigkeit von lokalen Auflagerkraften geei-
gnet.
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Bild 4.12: Axial belastete Hyperboloidschale
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5  Adaptive Methoden fiir geometrisch nichtlineare
Berechnungen

5.1 Einfahrung

Insbesondere bei dinnen Flachentragwerken treten unter Belastung (sehr) groRe Verschiebun-
gen auf. Die lineare Elastizitatstheorie beruht bekanntlich auf der Annahme kleiner \erschie-
bungen und ist damit zur Berechnung von diinnen Flachentragwerken meist unzureichend.
Vielmehr kénnen die flr die Bemessung von dinnen Flachentragwerken charakteristischen
Beulph&nomene nur durch nichtlineare Probleme erfal3t werden. Die Nichtlinearitit des zu-
grundeliegenden Randwertproblems tbertragt sich mit der Diskretisierung auf das zugehdorige
Gleichungssystem. Die L6ésung von nichtlinearen Gleichungen, beispielsweise mit dem New-
ton Verfahren, fuhrt auf die iterative Losung von mehreren linearen Gleichungssystemen und
ist damit numerisch sehr aufwendig. Wie bereits fir lineare Probleme in den letzten beiden
Abschnitten diskutiert, sind zur Steuerung der Netzadaption Verfeinerungsindikatoren und zur
Beurteilung der Genauigkeit Fehlerschatzer erforderlich. In diesen Kapitel werden leicht bere-
chenbare Fehlerindikatoren und —schétzer fur geometrisch nichtlineare Probleme vorgestellt.

5.2  LoOsungsverhalten von geometrisch nichtlinearen Problemen

Die nichtlinearen Randwertprobleme fiir die Elastizitatstheorie und fiir Flachentragwerke wur-
den bereits in den Abschnitten 2.1 und 2.2 vorgestellt. Im nachfolgenden werden einige grund-
satzliche Losungseigenschaften von geometrisch nichtlinearen Randwertproblemen ausgear-
beitet. Ausfuhrlichere Darstellungen finden sich u.a. in Brezzi et al. [29], [30], [31], Crouzeix

M Durchschlagspunkt

}\’C -
Primarpfad
Sekundérpfad

IS

Verzweigungspunkt
T T Ll
uc uc u

Bild 5.1: Lastverschiebungskurve u(A)
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et al. [47], Fujii et al. [56], Keller [75], Reitinger [107] und Rheinboldt [110]. Unabhéngig
von der genauen Ursache der Nichtlinearitat 1a3t sich das Randwertproblem in der folgenden
abstrakten Form darstellen.

N =0  +RB. (5.1)

Dabei sind u die Verschiebungen und A ist ein skalarer Lastparameter. Die Differentialglei-
chung N(u,)) ist vom Belastungsparameter A linear und von den \Verschiebungen u nichtlinear
abhéngig. Fir geometrisch nichtlineare Kontinua hat N(u,A) die bereits in Gleichung (2.17)
angegebene Form:

div P(u) + Ap =0 auf Q
u=0 aufTp Pn =M auf I'

Hierbei sind p und f auf den undeformierten Zustand bezogene Lasten. Daraus wurde in Ab-
schnitt 2.2.2 mit geeigneten Annahmen das Randwertproblem fur die Schale GI.(2.60) hergelei-
tet. Die Verschiebungen u lassen sich in Abhéngigkeit des Lastparameters A aus dem nichtlinea-
ren Randwertproblem nach Gleichung (2.17) oder (2.60) bestimmen. Die Lésung u(\) der
nichtlinearen Gleichungen ist im allgemeinen sehr komplex. Die Projektion einer unendlich
dimensionalen Lastverformungskurve u(A) auf die zweidimensionale Ebene ist beispielsweise
in Bild 5.1 dargestellt. Die analytische und numerische Losung von nichtlinearen Problemen
beschrankt sich auf lokale Betrachtungen, die auf geeigneten Reihenentwicklungen basieren.
Ist zum Beispiel ein Punkt T(A) auf der Lastverformungskurve bekannt, so kann die Lésungs-
verhalten in der Umgebung des bekannten Punktes mittels einer Taylorreihenentwicklung un-
tersucht werden.
— 2 —

u() = U + g—;(x ~N+ %gT‘-Z‘(x N2+ 62
Die unbekannten \Verschiebungsableitungen nach dem Belastungsparameter A werden aus dem
Randwertproblem bestimmt. In der Umgebung von einigen singulédren (bzw. kritischen) Punk-
ten ACist die Reihenentwicklung GI.(5.2) nicht moglich bzw. nicht eindeutig (siehe Bild 5.1).
Nach dem impliziten Funktionentheorem muf die Fréchet Ableitung des Operators N in den
nicht reguldren bzw. singuldren Punkten die folgende Bedingung erfullen.

Ny(u,2) - ¢ =0 (5.3)

wobei (-) die Fréchet Ableitung bezeichnet. Der Funktion ¢ wird in der Mechanik haufig
auch als Beulform bezeichnet. Grundsatzlich sind an den singuléren Punkten mehrere Beulfor-
men maoglich, im Rahmen dieser Arbeit werden jedoch nur Probleme mit einer Beulform be-
trachtet.

Die mit dem impliziten Funktionentheorem getroffene Unterscheidung der Gleichgewichts-
punkte ist eng mit den klassischen Stabilitatsbetrachtungen verknupft. Bei elastischen Proble-
men kann die Stabilitat mit dem Energiekriterium von Lagrange und Dirichlet beurteilt werden
[23]. Danach ist ein Tragwerk mit konservativer Belastung stabil, wenn das Gesamtpotential
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an dem betrachteten Gleichgewichtszustand ein Minimum annimmt (bzw. positiv definit ist).
Dieses Kriterium wird allgemein fiir Tragwerksberechnungen verwendet, obwohl es fir konti-
nuierliche Systeme nur eine hinreichende Bedingung fur Stabilitat darstellt. Weiterhin ist der
Gleichgewichtszustand instabil, falls das Gesamtpotential indefinit oder negativ definit ist.
Fur praktische Berechnungen sind besonders die kritischen (bzw. singuléren) Gleichgewichts-
zustande u®(A%) interessant, die zwischen dem stabilen und instabilen Bereich liegen. Nach
einer klassischen Argumentation, wie sie z.B. von Koiter [77] verwendet wurde, missen beli
einem kritischen Lastniveau A° zwei infinitesimal benachbarte Gleichgewichtszustande u®und
u® + Au existieren.

N(U® + Au, A% = NS A + N y(u%A% - Au =0 (5.4)

Die zwei benachbarten Punkte erflllen die Gleichgewichtsbedingungen und der letzte Term
mul} identisch Null sein.

Nyusr) -Au=0 — Au=¢

Diese Bedingung fir kritische Punkte ist identisch mit der Bedingung Gl. (5.3) aus dem implizi-
ten Funktionentheorem. Dabei ist N y(uS, A°) - ¢ die Anderung der von den inneren und &uRe-
ren Kréften geleisteten Arbeit. Beim Aufbringen einer Stérung in Richtung der Beulform ¢
ist keine Arbeit erforderlich und das Gesamtpotential ist dabei konstant bzw. indefinit. Damit
ist das Tragwerk nach dem klassischen Energiekriterium in der unmittelbaren Umgebung von
kritischen Punkten mehrdeutig.

Fur die Beurteilung der Tragwerkseigenschaften, wie zum Beispiel der Imperfektionsempfind-
lichkeit, ist das Losungsverhalten in der Umgebung des kritischen Punktes besonders hilfreich.
Um die bereits erwédhnten Schwierigkeiten bei der Reihenentwicklung GlI. (5.2) zu vermeiden,
wird im nachfolgenden eine Parametrisierung in der Variablen t eingefuhrt.

N(u(t), Mt)) = 0 (5.5)
Der Pfadparameter t kann relativ frei gewahlt werden. Fir die Verschiebungen und den Bela-

stungsparameter muf3 lediglich am kritischen Punkt eine Reihenentwicklung folgender Form
existieren.

u() = u(t9) + e = 1) + 3 .. M) = M9 + A1) +3 56)

Zur Berechnung der Tangenten U und A wird die erste Gateaux Ableitung der Gleichung (5.5)
betrachtet.
Nu-0+NAL=0 5.7)

Die Ableitung ergibt nach der Multiplikation mit der Beulform ¢ und unter Berticksichtigung
der Bedingung (5.3) fur kritische Punkte:

ON, dx + J ¢ON, do

(@.N)JL =0 mit (¢, N;) = f
Iy (5.8)

Q
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Fir die weitere Untersuchung ist die Unterscheidung der kritischen Punkte in zwei Gruppen hilfreich.

Durchschlagspunkte A=0 A (0 N, =0 (5.9)
Verzweigungspunkte A= 0 A (¢, N,) =0 (5.10)

An den Durchschlagspunkten ist die Tangente A an den Gleichgewichtspfad identisch Null
bzw. die Tangente ist orthogonal zur A-Achse. Die Ableitung der Verschiebungen nach den
Belastungsparametern ist nicht beschrankt und damit existiert keine Reihenentwicklung fir
die Verschiebungen in Abhédngigkeit der Belastungsparameter.

u(h) = u¢(\° + g_‘i(k — A% +% e = US4+ 0 - (A — 1Y) +%

An Verzweigunspunkten ist die von N, mit der Beulform ¢ geleistete Arbeit identisch Null.
Die Orthogonalitét sichert die Losbarkeit des am kritischen Punkt linearisierten Problems.

Nu-up=-N, mit (Up @) =0 (5.11)

In Bild 5.2 ist dieser Zusammenhang flr ein diskretes System dargestellt. In dem Beispiel
ist der Singuléarvektor ¢ identisch mit der Koordinatenachse i, und steht senkrecht auf dem
Lastvektor N ,. Aufgrund der Orthogonalitat kann das gesamte Problem in der i, — i; Ebene
betrachtet werden und es existiert ein Losungsvektor u,. Die wirklichen Tragwerksverschie-
bungen mussen die Gleichung (5.7) erflllen und setzen sich aus den Verschiebungen )LUO und
der Beulform ¢ zusammen.

u= XUO + ad (5.12)

Dabei ist o zundchst ein freier Parameter, der im nachfolgenden bestimmt wird. Zur Bestim-
mung von o wird die zweite Ableitung der Gleichung (5.5) nach dem Pfadparameter t betrach-
tet.

(Nggtl) - G+ 2N - Uk + N - G+ Njb = 0 (5.13)
A i N, - U A s
/\
0 0 0 N
Ug Ny=|0 1 0
. 00 1
: iy 2
¢ - - . ¢ -
(U, &) o= |0
/ ’
i

Bild 5.2: Lineare Abbildung eines Vektors u mit der Matrix N
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Die Ableitungen N, und N - u sind infolge der Gleichungen (5.3) und (5.10) orthogonal
zu der Beulform ¢ und die restlichen Terme in GI.(5.13) mussen der folgenden Orthogonalitats-
bedingung genugen.

((Nwu) -+ 2N, - 0k, @) =0

Nach Einsetzen des Ansatzes Gl. (5.12), ergibt sich daraus eine Bestimmungsgleichung fir
den freien Parameter a.

aga? + 2agho + k. = 0 (5.14)
mit

3y = (Nuwo) - ¢, )

a; = (N - &+ (Nud) - Ug, )

a; = (2N, * Ug + (Nuuly) - Ug, @)

Die Beulform ¢ und der Losungsvektor Uo am kritischen Punkt sind mit den Gleichungen
(5.3) und (5.11) gegeben. Damit kénnen aus der skalaren quadratischen Gleichung (5.14) mit
den bekannten Variablen a,, a; und a, zwei verschiedene Werte flir o bestimmt werden
N ——
0(12 = —a_o + a_O al—azao
Aus dem Ansatz Gl. (5.12) folgen nach Einsetzen von o, , die Tangenten an die beiden Gleich-
gewichtspfade.

(5.15)

: ah
(5.16)
Wird flr den Pfadparameter A = t gewahlt, so l&Rt sich die Gleichung sehr leicht graphisch
interpretieren. Infolge der Parametrisierung mit A = t sind die Ableitungen u und A folgender-
mafen zu ersetzen.

g =9y _ du X—a—)‘—l

3t~ on i fur b =t (5.17)

Nach Einsetzen in die Gleichung (5.16) folgen die Tangenten an die beiden Gleichgewichts-
pfade im Lastverschiebungsdiagramm.

ou _ 9Ug a1 )
=24 -2+ = /a—aa
EYNEY) ( 3y + 3,888 |

Bei Tragwerksberechnungen treten haufig symmetrische Verzweigungspunkte auf, fir die
a, = 0 gilt (Bild 5.3). Die Gleichung (5.14) wird damit fur die folgenden Wertepaare von
o und A erfilllt.
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o= -2 und A= 0
2a,
sowie
o # 0 und A=0

Aus Gleichung (5.12) kdnnen fir beide Félle die Tangenten an den Primar— und Sekundarpfad
bestimmt werden.

a,h
2 oder u=adp

U = M=
0 2a, (5.18)

In Abhéngigkeit von a,, a; und a, sind auch kritische Punkte mdglich, an denen keine oder
nur eine einzige Tangente existiert. Bei der Stabilitdtsuntersuchung von praktisch relevanten
Tragwerken existieren jedoch fast ausschlielRlich zwei Tangenten am kritischen Punkt.

//

Q
Y
Q
Y

e
e

asymmetrische Verzweigung symmetrische Verzweigung

Bild 5.3: Graphische Darstellung von Verzweigungsproblemen (2D—Projektion)

5.3 Finite—-Elemente-Approximation von geometrisch nichtlinearen
Problemen

Die analytische Losung von nichtlinearen Randwertproblemen ist sehr schwierig und ist in
den wenigsten Féllen mit vertretbarem Aufwand maoglich. Die Approximation des nichtlinearen
Randwertproblems mit der Methode der Finiten Elemente ist erheblich einfacher, obwohl die
Nichtlinearitaten auch bei diskreten Problemen numerisch aufwendige Losungsverfahren erfor-
dern. Die Finite—Elemente—Approximation fur elastische Probleme IaRt sich grundsatzlich aus
dem Gesamtpotential oder der schwachen Form des Randwertproblems herleiten. Die schwa-
che Form des geometrisch nichtlinearen Randwertproblems flir das Kontinuum wurde in Ab-
schnitt 2.1 mit der Gleichung (2.22) angegeben:
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JP(u):Vvdx=Jp-vdx+Jf-vdo Vv eV

Q Q Ty

Die entsprechenden Gleichungen fur die Schale sind mit der Gleichung (2.64) gegeben. Im
weiteren wird fiir das Randwertproblem in schwacher Form die folgende formale Schreibweise
verwendet.

A(u,v) = X{(p,V)Q + (f, V)rN} Vv ev (5.19)

Im Gegensatz zu der Bilinearform B(-, -) ist die nichtlineare Form A(-, -) von den Verschie-
bungen u abhéngig. Zur Approximation mit der Finite—Element—Methode wird eine konforme
Diskretisierung mit der Eigenschaft V1 C V gewahlt. Fiir die betrachteten geometrisch nichtli-
nearen Probleme liegt die Losung in dem Sobolevraum HY, d.h. VP C Vv = H?Y, [56].

A", v = k{(p,vh)g + (f, Vh)rN} vyl eVt (5.20)

Die fur die Fehlerabschatzung grundlegende Galerkin—Orthogonalitatseigenschaft ergibt
sich aus der Differenz der Gleichungen (5.19) und (5.20).

A, v)-Au" v = J (P(u)-P(uM) : V" dx =0 Vv e vh
Q (5.21)
Infolge der Orthogonalitét leisten die Fehler in den 1. PK Spannungen mit dem virtuellen \erschie-
bungsgradienten Vv" aus dem Finite—Elemente—Ansatzraum keine Arbeit. Ahnlich zu linearen
Problemen beschreibt die Galerkin—Orthogonalitat die Optimalitat der Finite—Element-L&sung
bezuglich der inneren Arbeit.

Die Konvergenzeigenschaften der Finite—Elemente—Diskretisierung flir geometrisch nichtli-
neare Probleme wurden in der Literatur u.a. von Brezzi et al. [29], [30], [31], Crouzeix et
al. [47] und Fujii et al. [56] diskutiert. Dabei wird zundchst die Lésung des nichtlinearen
Problems auf die Losung von linearisierten Problemen zurlickgefihrt. AnschlieBend kénnen
die Diskretisierungsfehler fir das linearisierte Problem und damit auch flr das nichtlineare
Problem abgeschatzt werden. Diese urspringlich fiir a—priori Abschéatzungen entwickelte Vor-
gehensweise wurde mittlerweile auch u.a. von Baranger et al. [20], Pousin et al. [98] und
Verflrth [132] fur die a—posteriori Fehlerabschatzung angewendet.

5.4  A-Posteriori Fehlerabschatzung

Die fir lineare Randwertprobleme vorgestellten a—posteriori Fehlerschatzer wurden bereits
sehr friih von Babuska und Rheinboldt [12] auf nichtlineare Problemstellungen erweitert. Zur
Fehlerabschatzung wurden dhnlich wie bei linearen Problemen, mit Residuen belastete lineari-
sierte Teilprobleme mit Dirichlet Randbedingungen betrachtet. Werden die Fehler fir das linea-
risierte Randwertproblem abgeschétzt, so ist es grundsatzlich maoglich, alle in den Kapiteln
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3 und 4 fur lineare Probleme vorgestellten Methoden auf nichtlineare Probleme zu erweitern.
Beispielsweise wendeten Brink und Stein [32] und weiterhin Bussy und Mosbah [33] die auf
lokalen Neumann—Problemen basierenden Fehlerschétzer auf geometisch nichtlineare Pro-
bleme an. Die Erweiterung der expliziten residualen Fehlerschatzer und der glattungsbasierten
Verfeinerungsindikatoren auf nichtlineare Probleme wird im nachfolgenden vorgestellt.

Fur eine mathematisch abgesicherte Fehlerabschdtzung mit exakten oberen und unteren
Schranken sind auch die Fehler infolge der Linearisierung der Teilprobleme abzuschatzen.
Im allgemeinen werden jedoch bei numerischen Berechnungen die Fehler der Linearisierung
nicht berlcksichtigt. Die Arbeiten von Rheinboldt [111], Pousin et al. [98] und Verfirth [132]
zeigen, dal’ die Linearisierungsfehler bei einer Netzverfeinerung um eine Ordnung schneller
als die Diskretisierungsfehler konvergieren, so daR die Fehler der Linearisierung fiir feine
Netze vernachléssigt werden kdnnen.

In Abschnitt 5.2 wurde bereits auf die Singularitat des linearisierten Problems an kritischen
Punkten hingewiesen. Damit kdnnen die Diskretisierungsfehler an Durchschlags— und Ver-
zweigungspunkten nicht mit dem linearisierten Problem abgeschétzt werden. Verfirth [132]
stellte jedoch erweiterte Methoden vor, die die singuldren Punkte in reguldre Punkte tGberfih-
ren, um anschlielend die Fehler mit dem linearisierten Problem abzuschatzen.

5.4.1 A-Posteriori Fehlerabschatzung fur regulare Punkte

Wie bei den linearen Problemen kénnen fiir die Diskretisierungsfehler e(\) = u(A) — uM(p)
von nichtlinearen Randwertproblemen a—posteriori Fehlerschéatzer mit einer exakten oberen
sowie unteren Schrankeneigenschaft bestimmt werden [132].

Cy(um <[ e)[|= Cyum (5.22)
Dabei sind C, und C, bei den gebrauchlichen Fehlerschatzern zwei von der exakten Losung
abhangige positive Konstanten [132]. Damit ist es im allgemeinen nicht mehr mdoglich, die
Diskretisierungsfehler wahrend einer numerischen Berechnung mit dem Estimator n exakt
abzuschéatzen. Falls die Konstanten C; und C, sehr schnell mit zunehmender Netzverfeinerung
gegen eins konvergieren liefert der Estimator n jedoch trotzdem eine brauchbare Abschatzung.
Dariuiberhinaus eignen sich die elementweise berechneten Fehler— bzw. Verfeinerungsindikato-
ren Mg

— NEL 2
n= K=1nK

auch bei sehr ungenauen Abschétzungen zur adaptiven Netzverfeinerung. Flr die a—posteriori
Fehlerabsch&tzung ist zundchst ein Randwertproblem zur Berechnung der Fehler in Abhéngig-
keit der Residuen herzuleiten. Dazu wird die folgende Differenz der virtuellen inneren Arbeiten

A(u, v)-AuM v) =J P(u) : Vv dx—j PUM : Vv dx
Q Q

elementweise partiell integriert.
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(V PWM + Ap) - v dx]

A(u, v)-Au,v) = ZQE_HU
Q
+ j (M—P(uh)n) v do—f (P(uh)n) -V do]

r r

«Cly kED

K

(5.23)

Hierbei ist NEL die Gesamtanzahl der Elemente und T'x sind die Réander eines Elementes
K mit der Normalen n. Die Integrale auf der rechten Gleichungsseite beschreiben die virtuellen
Arbeiten der Elementinnenresiduen Ry und der Sprungterme Jy.

V P(u") + Ap = Ry (5.24)
%(P(uh)nh(* + P(uMn|y.) = Jg auf [y € T (5.25)
M-PuMn = J auf Ty C I'y (5.26)

Fiir eine bestimmte Finite—Elemente—L&sung u" und die zugehérigen Residuen kann die exakte
LAsung bzw. der Fehler aus der folgendermalien zusammengefaliten Gleichung (5.23) bestimmt
werden.

I (P(u)-PUM): Vv dx = Z'{Ll{(R’V)QK + (J,V)FK} Vv eV (5.27)
Q

Da die Gleichung (5.27) nichtlinear ist und die gleiche Komplexitat wie das urspriingliche
Problem besitzt, eignet sie sich somit nicht fir praktische Fehlerberechnungen. Die Diskretisie-
rungsfehler kdnnen jedoch infolge der Galerkin—Orthogonalitét aus entkoppelten, mit Residuen
belasteten Teilproblemen naherungsweise bestimmt werden. Ohne zusatzliche Dualitatstechni-
ken sind die auf lokalen Teilproblemen basierenden Methoden nur fiir die Abschatzung der
Fehler in den inneren Arbeiten geeignet.

5.4.1.1 A-Posteriori Fehlerabschatzung fur die inneren Arbeiten

Die Fehler in den inneren Arbeiten setzen sich nach Gleichung (5.21) multiplikativ aus den
Fehlern in den 1. PK Spannungen und den \erschiebungsgradienten zusammen.

[ (P(u)-P@uM) : Ve dx
Q

Im nachfolgenden wird mit der gleichen Argumentation wie bei linearen Problemen ein explizi-
ter Fehlerschatzer fir nichtlineare Probleme hergeleitet. Zun&chst 1aRt sich die Interpolierende
der Fehler le unter Ausnutzung der Galerkin—Orthogonalitat Gl. (5.21) in die Gleichung (5.27)
einfuhren.

[ (P(u)=P(uM) : Ve dx = ZQE:Ll{(R,e-m)QK + (J,e—le)rK} (5.28)
Q
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Weiterhin werden die &uBeren Arbeiten auf der rechten Gleichungsseite mit der Cauchy—
Schwarz Ungleichung in die L,—Normen der Residuen und der Interpolationsfehler aufgeteilt.

[ (PP : Ve dx = S U1 R log | e-telog, + 19 lorle-telor, | 529

Wie bereits mehrfach angewendet, werden die Interpolationsfehler unabh&ngig von den mecha-
nischen Zusammenh&ngen mit den ersten Ableitungen der Fehler nach oben hin beschrankt.

le-le oo, =< Chg|l Velloo I eTe [lo.r, = C\/E( | Ve llog, (5.30)

Dabei ist C eine von den Fehlern e unabhangige Konstante und hy ist die charakteristische
Lange eines Elementes K mit dem Gebiet Qy und dem Rand I'y. Das Gebiet € ist die
Vereinigung von €, und dessen Nachbarn. Nach Einsetzen der Abschatzungen in die Glei-
chung (5.29) 1Bt sich die H-Seminorm der Fehler auf der rechten Gleichungsseite ausklam-
mern.

f PP Fe 0x = | SO IR oo, + P 19 or, | Vel 630

Ausgehend von dieser Gleichung werden in der Literatur verschiedene Methoden zur a—poste-
riori Fehlerabschétzung diskutiert. Zum Beispiel kdnnen die Fehler in den Verschiebungsgra-
dienten naherungsweise durch die Differenz der Finite—Elemente-Lsung Vu" und einer super-
konvergenter N&herung (Vuh) * beschrieben werden.

| Vello= Vu-vu" |=|| (Vu") *-vu" |

Eine ahnliche auf Extrapolationstechniken und auf der Abschétzung (5.31) beruhende Methode
stellten Miicke und Whiteman [88] vor. Obwohl die Glattungstechniken, wie bei linearen Pro-
blemen diskutiert, numerisch gute Ergebnisse liefern, sind sie nur fir spezielle Problemstellun-
gen mathematisch abgesichert. Dazu wird man zumindest die BLMR Eigenschaft der Gitterfa-
milie verwenden. Bislang werden auf Glattungstechniken basierende Abschatzungen in der
mathematischen Literatur kaum diskutiert.

Der nichtlineare Arbeitsausdruck auf der linken Gleichungsseite von GI.(5.31) flhrt bei der
weiteren Umformung zu einem ausschliel3lich residualen Fehlerschatzer zu Schwierigkeiten.
Deshalb ist es sehr naheliegend, den inneren Arbeitsausdruck zundchst an der bekannten Finite—
Elemente-L6sung u" in einer Taylorreihe zu entwickeln.

f (P(u)-P(uM) : Vv dx = [ (aP(u PU) gy uh)) Vv dx + o u-u"[l o) (5.32)
Q Q
mit

oP _oP oF _ 0P

a(Vu)  9Fa(Vu) oF
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N(u,A) = 0
) * N(u,A) =0
A I g
N(Uh‘*,k*) } } }
i A TS | \
\ \ \
- L -
\ \ \
\ \ \
0 | | | -
0 uh* Wwoou* u

Bild 5.4: Fehlerabschatzung mit dem linearisierten Randwertproblem

Die Terme von hoherer Ordnung sind im letzten Summanden o( - ) enthalten. In der mathemati-
schen Literatur wird die Reihenentwicklung auch haufig mit dem Mittelwertsatz der Integral-
rechnung angegeben.

L (P(u)-P(uM) : Vv dx = J SE

1
[ f PUM+ U = UN) g g | vv ax  (5.33)
olJo

In erster N&herung lassen sich die Fehler ausschlieRlich aus dem linearisierten Problem bestim-
men. Damit geht die Fehlerabschétzung anstelle der nichtlinearen Gleichung (5.27) ndherungs-
weise von der folgenden linearen Gleichung aus (siehe Bild 5.4).

Ig(apg‘;h) V(W—uh)) LYV dx = ZNE'—{(R Vg, + @V, (5.34)

Die vernachlassigten Terme sind von hoherer Ordnung und die Unterschiede zwischen dem

exakten und dem aus der linearisierten Gleichung berechneten Fehler konvergieren bei Netz-
verfeinerung schneller als die Diskretisierungsfehler. Fir das linearisierte Problem gilt entspre-
chend Gleichung (5.31) die folgende Abschatzung.

I (BP(U ) Ve) Ve dx <\/ZNEL ChKH RHOQ + C/— ||‘]||0r } | Vell, (5.35)

Mit & = W — u" werden die Diskretisierungsfehler fiir das linearisierte Problem bezeichnet.

Der Gradient des Fehlers Ve auf der rechten Gleichungsseite ist infolge der Koerzitivitat des
linearisierten Randwertproblemes nach unten hin mit den inneren Arbeiten abschéatzbar.

[ (ap(“h) Ve) vedx = C| Vel (5.36)
Q

oF

Einsetzen der Abschatzung in die Gleichung (5.35) liefert einen expliziten Fehlerschatzer fir
die inneren Arbeiten.
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’ (aP(“ )ve ) ve dx < ZNE'—{ChKH R o, + Cy/hk [ 9llor, }2 (5.37)
Q

Da die Konstanten unbekannt sind, kann die Absch&tzung vorerst nur als ein Verfeinerungsindi-
kator verwendet werden. Der Beitrag jedes einzelnen Elementes zu dem Gesamtfehler ist bis
auf einen multiplikativen Faktor C mit der Gleichung (5.37) gegeben.

Die Konstanten, insbesondere der Koerzitivitéat in Gleichung (5.36), sind fiir allgemeine geome-
trisch nichtlineare Problemstellungen unbekannt. Die ndherungsweise Berechnung der Koerzi-
tivitatskonstanten flhrt auf Eigenwertprobleme und ist damit numerisch sehr aufwendig. Um
diese Schwierigkeiten zu umgehen, wurden von Stein et al. [122] die fur lineare Probleme
entwickelten Fehlerschatzer direkt auf das linearisierte Problem angewendet. Ausgehend von
einer bekannten Finite—Elemente—Verschiebung u" kénnen mit dem linearisierten Problem
die zu einer Anderung des Lastniveaus A\ zugehorigen Verschiebungen Aw bestimmt werden.

aP(u

[ ( a(F) VW) Vv dx = AM(p, V) + (V)1 Vv eV
Q (5.38)
Zur Berechnung der entsprechenden diskreten Losung werden die Testfunktionen v aus dem

Finite—Elemente—Raum V" gewahilt.

h

[ (ap(gg) V"h) LW dx = AM(p, VMg + (F, V)] v vh e vh
Q (5.39)
Die Fehler in der linearisierten Losungen Aw — AW" lassen sich mit den fir lineare Probleme
in Kapitel 3 vorgestellten Methoden abschétzen. Dazu sind lediglich in den Abschéatzungen
die Residuen durch die mit der zu AW" zugehorigen Residuen AR und AJ zu ersetzen. Die
Residuen konnen einfach aus der Differenz der zu den Verschiebungen u" und uM + AW

zugehdrigen Residuen bestimmt werden.
Bemerkung:

e Nur unter geeigneten zusatzlichen Bedingungen an die Grol3e der héheren Ableitungen in der
Taylorreihenentwicklung (5.32) sind auch mathematisch exakte obere und untere Abschat-
zungen ableitbar. Auch die Modellierung als Variationsproblem erfordert solche Bedingun-
gen. In den Arbeiten von Pousin et al. [98] und Verfiirth [132] wird zum Beispiel die Existenz
einer Konstanten C mit der folgenden Eigenschaft vorausgesetzt.

” dP(u) aP(u " ”

“9F
<cC
[ u-u® ||1

Da die Konstante C unbekannt ist, fiilhren die resultierenden mathematisch exakten Abschét-
zungen bei numerischen Berechnungen auf die gleichen Ergebnisse wie die Gl. (5.37).
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e Werden die Verfeinerungsindikatoren mit der von Stein et al. [122] vorgeschlagenen Methode
berechnet, so kdnnen die glattungsbasierten Methoden nach Zienkiewicz und Zhu [146] di-
rekt auf das linearisierte Problem angewendet werden.

5.4.1.2 A-Posteriori Fehlerabschatzung mit Dualitatstechniken

Die Netzadaption bezuglich der inneren Arbeiten fuhrt insbesondere bei komplexen Tragwer-
ken auf Finite—Elemente-Diskretisierungen mit sehr vielen Freiheitsgraden. Insbesondere bei
numerisch zeitaufwendigen nichtlinearen Problemen ist es wesentlich effektiver, das Finite—
Elemente—Netz beziiglich einiger vorgegebener lokaler sowie integraler GroRRen zu verfeinern.
Wird die Fehlerabschéatzung ausschlielich auf das linearisierte Problem beschrankt, so lassen
sich die im Kapitel 4 flr lineare Probleme vorgestellten Dualitatstechniken auch auf nichtli-
neare Probleme erweitern. Im nachfolgenden wird exemplarisch die Fehlerabschatzung fur
eine lokale Verschiebung bei geometrisch nichtlinearen Randwertproblemen vorgestellt. Zu-
sétzlich zu der urspringlichen linearisierten Gleichung (5.34) zur Fehlerberechnung

JQ(aPa(IL:Jh) Vé) Vv dx = Z*N<E=L1{(R’V)9K + (J,v)rK} Vv €V

wird ein duales bzw. adjungiertes Problem mit einer modifizierten Belastung betrachtet. Zur
Bestimmung der lokalen Verschiebungsfehler in der ndheren Umgebung t des Punktes x = X
wird das duale Problem mit einer Lastvektor ; belastet.

I (apa(‘FJh) Vé) LYV dx = (8,(%),V) (5.40)
Q

Der Lastvektor Si besteht aus einer regularisierten Einzellast bzw. Dirac Delta in Richtung
der gesuchten Verschiebungskomponente, z.B. fur i=2 gilt:

8,(X) = 0-iy + 8(X)-i, + 0-i,

Dabei sind i;, i, und i; die kartesischen Basisvektoren. Das urspriingliche und das duale Pro-
blem GlI. (5.34) und GI. (5.40) sind beide linear, so dal? der Satz von Betti-Maxwell angewendet
werden kann.

(5i(%),8) = f (apa(‘;h) Vé) 1 VG dx = Zﬁil{(R,é)QK + (J,G)FK} (5.41)
Q

Die Multiplikation der kontinuierlichen Fehlerfunktion mit dem regularisiertem Dirac-Delta
ergibt die lokalen Verschiebungsfehler in der Umgebung des Punktes x = X. Die Gleichung
(5.41) liefert fir den lokalen Fehler unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und
Ausnutzung der Galerkin—Orthogonalitat die folgende Abschétzung.

(3:.8) = > ¥4 (IR log,| 616 oo, + I3 lor | -G o, | (5.42)
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Die zweite Ableitung der regularisierten Greenschen Funktion ergibt mit den klassischen Ab-
schatzungen eine obere Schranke fir die Interpolationsfehler auf dem Gebiet €2, und dem
Rand I'y eines Elementes K (siehe Anhang A.3).

~  ~ 2 aZé = = 82(}
I G-1G o, = Chg ”W”O,QK |G = 1G [or, = C /hy o2 oo,

Die Greensche Funktion bzw. die EinfluRflache fur eine lokale Verschiebung ist insbesondere
bei nichtlinearen Problemstellungen in der Regel unbekannt. Eine Finite—Elemente—N&herung
fir die regularisierte Greensche Funktion kann ausgehend von der linearisierten Gleichung
(5.40) bestimmt werden. Die aus der Finite—-Elemente-Lsung G mit geeigneten Differenzen-
quotienten bestimmten zweiten Ableitungen ergeben in der Regel auch sehr gute Abschéatzun-
gen fir die Interpolationsfehler. Ein mogliches Differenzenschema zur Berechnung der zweiten
Ableitungen ist in Anhang A.4 angegeben. Nach Einsetzen der naherungsweise berechneten
zweiten Ableitungen in Gleichung (5.42) folgt ein a—posteriori Fehlerschétzer fur die lokalen
Diskretisierungsfehler in Abhangigkeit der regularisierten Greenschen Funktion, der Residuen
und der ElementgroRen.

_h
92G
NG

1 (5.43)

0,9y J

Die einzelnen Elementfehleranteile werden wie bei linearen Problemen mit der zweiten Ablei-
tung der regularisierten Greenschen Funktion gewichtet. Die Anderung der Tragwirkung in-
folge nichtlinearer Effekte wird somit hauptsachlich mit dem linearisierten dualen Problem
berticksichtigt. Die Ermittlung der lokalen Fehler ist besonders einfach, da die regularisierte
Greensche Funktion aus den linearisierten Gleichungen, d.h. mit der bereits bekannten Steifig-
keitsmatrix am diskreten Lésungspunkt u", bestimmt wird.

_h
92G
X2

+ /0% 013 o,

0,Qx

(6:(0.8 = D> ¥ C A2 R og,

Der vorgestellte lokale a—posteriori Fehlerschatzer nach GI.(5.43) ist im mathematischen Sinne
kein Fehlerschétzer, da die zweite Ableitung der regularisierten Greenschen Funktion mit der
Finite—Element—L6sung approximiert wurde. Die Bestimmung der zweiten Ableitungen aus
der diskontinuierlichen Finite—Elemente—LAsung mit einer Differenzenformel kann auch als
ein Glattungsvorgang interpretiert werden. Deshalb ist es naheliegend, die lokalen Fehler ohne
Residuen ausschlieBlich mit der Differenz von geglatteten zu diskontinuierlichen GréRen zu
bestimmen. Die Fehler in den 1. PK Spannungen des linearisierten Problems multipliziert
mit den Fehlern in den Verschiebungsgradienten der regularisierten Greenschen Funktion sind
nach Gleichung (5.41) identisch mit den lokalen Verschiebungsfehlern.

(ap(“h) Vé) VG dx (5.44)

@®@=J =

Q

Die rechte Gleichungsseite wird unter Verwendung der Galerkin—Orthogonalitét folgenderma-
Ren umgeformt.
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(5,(%), &) = [ (apa(gh) Vé):V(é—éh) dx (5.45)
Q

Zur ndherungsweisen Abschétzung der lokalen Fehler sind anstelle der exakten Spannungen
P und der Verschiebungsgradienten VG die geglatteten GroRen P * und VG * zu verwen-
den.

(6,(%),8) = J (P* (uM-P(uM): (véh* —véh) dx (5.46)
Q

Die Spannungen und Verschiebungsgradienten kdnnen mit den bereits in Abschnit 3.2.2.5 fur

lineare Probleme vorgestellten Methoden gegléttet werden. In den Finite—Elemente—Program-

men werden meist nur die symmetrischen 2. PK Spannungen und Cauchy Spannungen vorge-

halten. Deshalb ist es fir die Implementierung gunstiger, die lokalen Fehler in Abh&ngigkeit

der 2. PK Spannungen und der linearisierten Greenschen Verzerrungen auszudriicken. Die

innere Arbeit in Gleichung (5.46) lasst sich unter Beachtung der folgenden Umformung

f P : V6" dx = [ S@uM : a%(:jh)éh dx
Q Q

aus den 2. PK Spannungen und den Greenschen Verzerrungen bestimmen.

(S * (uM)-S(u) ((%l‘jh) Gh) ) -(%l‘jh) G )) dx (5.47)

Der lokale Fehlerschétzer hat wieder eine ahnliche Struktur wie bei linearen Problemen und
kann auch anschaulich mechanisch interpretiert werden. Die Fehler in den linearisierten Green-
schen Verzerrungen beschreiben den EinfluR der Spannungsfehler auf die lokalen \erschie-
bungsfehler.

(5i(%), &) = f

Q

Bemerkung:

e  Zur Abschatzung der Fehler in weiteren lokalen und integralen GrofRen ist jeweils nur
die Belastung fir das duale Problem zu modifizieren. Da die lokale Fehlerabsch&tzung
auf dem linearisierten Problem basiert, sind die Belastungen fir duale Probleme, wie
fir lineare Probleme in Kapitel 4 vorgestellt, zu wahlen.

5.4.2 Verfeinerungsindikatoren fur singulare Punkte

Es gibt in der Literatur bis heute nur wenige Ansétze zur a—posteriori Fehlerabschatzung und
zur adaptiven Berechnung von singuldren Punkten. Im Gegensatz dazu wurden erste a—priori
Fehlerschatzer bereits Anfang der achtziger Jahre fiir geometrisch nichtlineare Probleme mit
Durchschlags— und Verzweigunspunkten in der Arbeit von Fujii et al.[56] vorgestellt. Das
\Vorgehen von Fujii et al. flr konforme Diskretisierungen wurde spater von Brezzi et al. [29],
[30], [31] auf nichtkonforme Diskretisierungen erweitert. A—priori Fehlerschéatzer flr regulére
Gleichgewichtspunkte und Durchschlagspunkte lassen sich, ausgehend von dem linearisierten
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Problem, relativ einfach herleiten. Dagegen ist die Situation bei Verzweigungspunkten aus
theoretischer Sicht wesentlich komplexer. Eine symmetrische Verzweigung kann zum Beispiel
nur mit einer entsprechend symmetrischen Diskretisierung reproduziert werden [56]. Die Ar-
beiten von Brezzi et al. [31] zeigen jedoch, dal} unabhéngig von der Approximierbarkeit der
exakten Beulform die Fehler zwischen der exakten und der Finite—-Elemente—L&sung in der
Beulform und der Verzweigungslast bei Netzverfeinerung optimal konvergieren. Bei der nume-
rischen Berechnung von symmetrischen Verzweigungspunkten mit nicht symmetrischen Net-
zen folgt daraus, dal die numerisch berechneten Beulformen zwar nicht symmetrisch sind,
aber mit zunehmender Verfeinerung gegen die richtige symmetrische Beulform konvergieren.

Aufbauend auf den Arbeiten tber die a—priori Fehlerabschatzung wurde von Verfurth [132]
ein erster Ansatz zur a—posteriori Fehlerabschéatzung vorgestellt. Die Fehler werden fir
die Kombination von

WA+ 6%=0" | (5.48)

Normen abgeschatzt und liefern nicht optimale Abschatzungen, da die beiden Terme mit
verschiedenen Ordnungen konvergieren. Dabei ist ¢ der kritische Eigenmode und A ist
der Lastparameter am Verzweigungspunkt. Zur Herleitung des Fehlerschatzers wird das
am Verzweigungspunkt singulére Problem zunédchst durch Hinzunahme von zuséatzlichen
Gleichungen in ein reguldres Problem Uberfinhrt.

N(uC, 1)
N u(u, A

=0
f (¢"-1) dx

(5.49)

Die Orthogonalitdt von N, zu der Beulform ¢ in der zweiten Gleichung ist die Bedingung
flr den kritischen Punkt und wurde bereits in Abschnitt 5.2 vorgestellt (siehe auch Bild 5.2).
Da die GroRRe der Beulform bis auf einen skalaren Parameter unbestimmt ist, wird die Lange
mit der letzten Gleichung vorgegeben. Ausgehend von einer Reihenentwicklung des erweiter-
ten nichtlinearen Gleichungssystems geben Brezzi et al. [31] die folgende Abschétzung an.

W)+ oo | = c<¢){| J (9"-1)dx| + +[ N(to", A" ||_1} (5.50)
Q

C ist eine von der Beulform abhangige Konstante und t ein kleiner skalarer Parameter. Der
zweite Term auf der rechten Gleichungsseite ist die folgendermaRen definierte Dualnorm der
Residuen.

(N(to", A", v)

551
i (51)

I N(tp", AP |, = sup
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Dabei sind v beliebige Testfunktionen aus dem Raum H!. Die Abschitzung der Dualnorm
fuhrt im wesentlichen auf die Losung von lokalen Teilproblemen. Deshalb besitzt die resultie-
rende Abschdtzung eine &hnliche Form wie der implizite Energienormfehlerschéatzer.

I NG A 2= S NELfeng [ RIZ o, + Chi |3 1By, (552)

Nach Einsetzen der Dualnormabschétzung in die Gleichung (5.50) folgt ein Fehlerschétzer bzw.
Verfeinerungsindikator fur die Verzweigungspunkte. Der Fehlerschatzer nach Gleichung (5.50)
kann jedoch mit der von der Beulform abhéngigen Konstanten kaum fir eine effektive Fehlerab-
schatzung verwendet werden. Die Anteile der einzelnen Elemente zum Gesamtfehler sind, bis
auf den Faktor C(¢), durch die Gleichung (5.50) gegeben. Somit eignen sich die Fehlerindikatoren
zur Steuerung eines adaptiven Algorithmus.

Zur Bestimmung der Fehlerindikatoren nach Gleichung (5.50) ist das Residuum fiir einen mit

der Beulform ¢" gestérten Zustand zu ermitteln. AnschlieBend werden die zugehérigen Verfeine-
rungsindikatoren aus Gleichung (5.52) bestimmt. Aus den Spannungen des gestorten Zustandes
kann auch der zur Gleichung (5.52) entsprechende gléttungsbasierte Indikator ermittelt werden.

5.5  Losungsstrategien ftr die diskretisierten Gleichungen

Die diskretisierte schwache Form des Randwertproblems GI.(5.20) fuhrt auf nichtlineare
Gleichungssysteme. Zur Bestimmung der N diskreten unbekannten Knotenverschiebungen
(und —rotationen) des Gesamttragwerks und weiterhin des unbekannten Lastparameters A
stehen zundchst N nichtlineare Gleichungen zur Verfiigung. Die diskreten nichtlinearen Glei-
chungen beschreiben damit eine einparametrige Kurve im (N+1) dimensionalen Vektorraum.
Fir eine vorgegebene Variable kdnnen die restlichen N Variablen aus den nichtlinearen Glei-
chungen ermittelt werden. Das diskretisierte Tragwerk besitzt ein &hnlich komplexes Lésungs-
verhalten mit Durchschlags— und Verzweigunspunkten wie das in Abschnitt 5.2 diskutierte
kontinuierliche System. Deshalb existiert nicht fiir jede vorgegebene Variable eine eindeutige
Losung. Falls eine Losung existiert, ist meist fir unglnstige Ausgangswerte die Konvergenz
der anschlieBenden Gleichgewichtsiterationen nicht gewahrleistet. Um die genannten Schwie-
rigkeiten zu umgehen, wird im allgemeinen eine inkrementelle Vorgehensweise gewéhlt. Wei-
terhin sind meist zur Beurteilung des Tragwerksverhaltens, vom unbelasteten Zustand ausge-
hend, mehrere Punkte auf der Lastveformungskurve zu bestimmen. Bei dem pfadunabhéngigen
geometrisch nichtlinearen Problem ist die Lage der iterativ ermittelten Gleichgewichtspunkte
nicht von der Inkrementierung abhangig.

5.5.1 Pfadverfolgungsverfahren
Ausgehend vom Nullzustand oder von einem bekannten Gleichgewichtszustand (T, &) wird zu-

nachst mit der Tangente an die Lastverschiebungskurve die Verschiebungen Au™P" fiir ein beliebi-
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ges Lastinkrement AAP" berechnet. Die Tangente ist mit dem am Gleichgewichtspunkt (T", %)
linearisierten Randwertproblem gegeben.

a—hA(Auh’Pr, v

— pr h h h h
. A {(p,v )g + (F,V )FN} Vv ev

uhl

(5.53)

In der Finite—Elemente—L.iteratur wird die obige Gleichung meist ohne die diskreten Testvektoren
v in der folgenden Form angegeben.

K AuMPr = ALPTER (5.54)

K+ ist die Tangentensteifigkeitsmatrix und FN ist der auBere Lastvektor. Die inkrementellen
Verschiebungen Au™P" und der Lastvektor Ah werden anschlieRend beziiglich einer vorgegebe-
nen Variablen skaliert. Daraus ergibt sich der Ausgangszustand fir die nachfolgende Gleichge-
wichtsiteration mit u™ = " + Au™P" und AP = & + AAP". Der gesamte Vorgang zur Be-
stimmung eines Startwertes fir die Iteration wird in der Literatur meist als der Pradiktorschritt
bezeichnet. Der neue Gleichgewichtspunkt wird, ausgehend von den Startwerten, im Rahmen
der vorliegenden Arbeit ausschlieBlich mit der Newton—Raphson Methode iterativ ermittelt.

Bei der Gleichgewichtsiteration sind N nichtlineare Gleichungen und N+1 Variable vorhanden,
deshalb ist eine Variable vorzugeben oder eine zusatliche Nebenbedingung f(uP, &) hinzuzuneh-
men.

[Nh(uh)—th]

f(uh, ) (5.55)

Die erste Zeile beschreibt das diskrete Gleichgewicht zwischen den inneren Kréften Nh und
den auBeren Kraften AF". Fiir die bis auf einige Einschrankungen frei wahlbare Nebenbedin-
gung f in der zweiten Zeile schlagen u.a. Wempner [136] und Ramm [102] die folgende Form
vor.

f = ul=a"? + p2(-h)2-s = 0 (5.56)

Dabei ist y ein frei wahlbarer Skalierungsparameter, um den Einfluf3 der Verschiebungsvaria-
blen und des Lastparameters zu wichten. Mit der Gleichung (5.55) wird der Schnittpunkt eines
Ellipsoids mit der Lastverformungskurve beschrieben (Bild 5.5). Der gewinschte Ldsungs-
punkt ist mit dem freien Bogenlangenparameter s bestimmt. Die sehr hdufig verwendete Neben-
bedingung (5.56) ist fiir adaptive Berechnungen nur beschrankt geeignet. Die diskrete \erschie-
bungsnorm || uP-u" || ist maRgeblich von der Dimension des Verschiebungsvektors u" und
damit von der Diskretisierung abh&ngig. Der Bogenlangenparameter s muf} folglich bei gleicher
Problemstellung in Abhangigkeit von der Feinheit der Diskretisierung unterschiedlich gewahlt
werden.

Deshalb ist fir adaptive Berechnungen das GaulR—Newton Verfahren (Bild 5.5), das ohne einen
Pfadparameter s auskommt, besser geeignet. Zur Bestimmung der Verschiebungs— und Lastin-
kremente mit der Newton—Raphson Methode werden die diskreten Gleichgewichtsbedingungen
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Bogenlangenverfahren GauBR—Newton Verfahren

Bild 5.5: Nebenbedingungen fiir die Pfadverfolgung (Projektion auf 2-D)

(erste Zeile von GI.(5.55)) am bekannten aktuellen Zustand linearisiert. Beispielsweise lassen
sich die ersten Inkremente Au™! und AA! aus der folgenden Gleichung bestimmen.

N (PP, AP)-APFN 4 K (uhPAUM-FALL = O (5.57)

Es ist wieder eine zusétzliche Bedingung hinzuzufigen, da N lineare Gleichungen und N+1
Unbekannte vorhanden sind. An dem bekannten Zustand ist eine gendherte Tangente an die
Lastverformungskurve mit dem folgenden Vektor gegeben (siehe auch Bild 5.5 rechts).

K_—|_1|:h> _0
( 1 (5.58)

Die Tangente ist nur angenahert, da die Steifigkeitsmatrix K+ flr den aktuellen, nicht im
Gleichgewicht befindlichen Zustand aufgestellt wird. Als zusatzliche Bedingung wird die Or-
thogonalitdt des Losungsinkrementes zu der genaherten Tangente hinzugenommen.

(K}th)T(Auh'l)

-0

1

1 Al (5:50)

Nach einigen Umformungen und unter Beriicksichtigung von GI.(5.57) ergibt sich daraus eine
Bestimmungsgleichung fiir AL,

(K_—rlph) . (_K__I_l( Nh(uh,pr’ )\'pr)_)\erh))

AL = —
(KFFN) - (KR + 1 (5.60)

AnschlieBend lassen sich die Verschiebungsinkremente Au™! aus Gleichung (5.57) bestimmen.
Fur die weitere Iteration wird ausgehend von den Ergebnissen des letzten Iterationschrittes
entsprechend vorgegangen. Die Genauigkeit der Losung wird indirekt tber L,—Norm der Ver-
schiebungsinkremente und der Ungleichgewichtskréfte kontrolliert. Die entsprechenden Tole-
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ranzwerte sind je nach Problemstellung zwischen 1078 und 10~ zu wahlen. Weitere algorithmi-
sche Details des vorgestellten Vefahrens werden in der Arbeit von Reitinger [107] diskutiert.

5.5.2 Direkte Berechnungkritischer Punkte

Zur Bemessung von Tragwerken sind aufgrund der mdéglichen Stabilitatsprobleme die Last-
und Verschiebungszustédnde an kritischen Punkten besonders interessant. Die Durchschlags—
und Verzweigungspunkte konnen mit direkten Methoden, wie sie im nachfolgenden vorgestellt
werden, iterativ ermittelt werden.

Wie bereits fiir das kontinuierliche Randwertproblem vorgestellt, sind die kritischen Punkte
durch das Singuldrwerden der Tangentensteifigkeitsmatrix gekennzeichnet.

Die Singularitat der Steifigkeitsmatrix kann auch mit einem Eigenwertproblem

Ky — oh)o" =0 (5.61)

durch das zu Null werden des kleinsten Eigenwertes festgestellt werden. Wird von dem unbela-
steten stabilen Zustand aus durch Steigern der Belastung ein Kkritischer Punkt erreicht, so wech-
selt das Vorzeichen des kleinsten Eigenwertes vom Positivem ins Negative und das Tragwerk
wird instabil. Die Lésung des Eigenwertproblems (5.61) zur Beurteilung des Stabilitatsverhal-
tens wahrend der Pfadverfolgung ist numerisch sehr aufwendig. Die kritischen Punkte lassen
sich wesentlich einfacher entdecken, falls zur Gleichungslosung die Steifigkeitsmatrix Kt in
die Form LDL T zerlegt wird. Die Diagonalglieder der unteren Dreiecksmatrix L besitzen dabei
den Wert eins und D ist eine Diagonalmatrix. Dann ist bekannt, dal? die Anzahl der negativen
Diagonalglieder identisch mit der Anzahl der negativen Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix K ;
ist. Andert sich wahrend der Pfadverfolgung die Anzahl der negativen Diagonalglieder, so
werden die kritischen Punkten ausgehend vom folgenden Gleichungssystem direkt berechnet.

N"(un)-pFEh
K" =0
@) (5.62)

Die erste Gleichung beschreibt das Gleichgewicht und die zweite die Singularitit der Steifig-
keitsmatrix am kritischen Punkt. Mit der dritten Gleichung wird die Lénge der Beulform ¢"
zum Beispiel folgendermaBen vorgegeben.

1(®") =[|¢" > —1 =0 (5.63)

Das nichtlineare Gleichungssystem (5.62) wird entsprechend der Pfadverfolgung nach der Li-
nearisierung mit einer Newton—Raphson Iteration gelost.
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Ky 0 —Fh|[Aun N;"(uM)-AF"

0" Lg 0| an (") (5.64)

Die Ableitung der Steifigkeitsmatrix nach den Verschiebungen ist in der Regel nicht bekannt.
Deshalb wird sie mit einem Differenzenquotienten ndherungsweise berechnet.

(K10)uAu =~ L(K1(u + ep)Au—K r(u)Au) (5.65)

Das Gleichungssystem (5.64) ist ungefahr doppelt so gro3 wie die urspringliche Steifigkeits-
matrix K. Deshalb fihrt die Losung durch invertieren der Gesamtmatrix bei praktischen Pro-
blemstellungen auf ineffiziente Algorithmen. Wird eine Partitionierungsmethode fur die Ge-
samtlosung eingesetzt, so ist die Steifigkeitsmatrix K nur einmal zu invertieren. Die diskreten
Verschiebungen ergeben sich dabei zum Beispiel aus den folgenden Teillésungen.

AuM = AUBAL + Aull  Auf = K7W AWl = ‘K?l(Nh(”h)_“:h)) (5.66)

Die weiteren Schritte bei der Gleichungslosung werden u.a. von Reitinger [107] angegeben.
Es ist weiterhin zu beachten, daR die Lésung des linearisierten Gleichungssystems mit der
Partitionierungsmethode bei numerischen Berechnungen auf Konvergenzprobleme flhren
kann. Unter anderem ist, um die einzelnen Verschiebungsanteile in Gleichung (5.66) zu bestim-
men, jeweils die am Kritischen Punkt singuldre Tangentensteifigkeitsmatrix K zu invertieren.
Der Konvergenzradius der Newton Iteration héngt von der Konditionierung der Steifigkeitsma-
trix ab und geht fur singuldre Matrizen gegen Null. Mit Penalty—Methoden werden diese grund-
satzlichen Mangel des linearisierten erweiterten Gleichungssystems (5.64) abgemindert. Zum
Beispiel schlagen Wriggers und Simo [140] aufbauend auf einem Penalty—Funktional das fol-
gende erweiterte Gleichungssystem vor.

r— N /\T AN A
N"(U")-AF" + &(& uPfi)8,

KoM + e(éiTq)h—&))éi

y oo J (5.67)
Nur eine Komponente des \ektors éi an der Stelle i ist eins, die restlichen Komponenten sind
jeweils Null.
i

e={00, .., 1,.., 0, 0} (5.68)
Der Penalty Parameter ¢ (bzw. Strafterm) ist frei wahlbar, er sollte jedoch im Bereich
1078 < ¢ < 107! gewahlt werden. Mit dem Vektor & wird jeweils die Komponente i des
Losungsvektors uM ausgewahlt. Die Lange des Eigenvektors ist mit der frei wahlbaren Varia-
blen ¢ beschrénkt. Aus dem Gleichungssystem (5.67) lassen sich die Verschiebungen u®, der
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Eigenvektor ¢" und die Variable {1 berechnen. Fiir die exakten Verschiebungen ist  identisch
mit der i-ten Komponente des Verschiebungsvektors und das Gleichungssystem (5.67) ist
gleich dem nicht modifizierten Gleichungssystem (5.62). Bei der Losung des linearisierten
Problems ist nicht mehr die singulére Tangentensteifigkeitsmatrix sondern eine modifizierte
nichtsingulare Matrix

Kt + cee; (5.69)

zu invertieren. Wahrend der numerischen Berechnung wird der Penalty Parameter ¢ mit dem
Vektor & an einer geeigneten Stelle der Steifigkeitsmatrixdiagonalen aufaddiert, um das Singu-
larwerden von Kt zu verhindern. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde € an die Stelle
der Maximalkomponente des Eigenvektors aufaddiert. Der Penalty Parameter ¢ kann relativ
frei gewahlt werden, es ist jedoch zu beachten, dal3 die Iteration fur kleine Werte nicht konver-
giert. Fir grofRe Werte kann die Losung stark verféalscht werden.

Als Startwert flr die iterative Losung der erweiterten Gleichungssysteme (5.62) oder (5.67)
wird ein Gleichgewichtspunkt in der Nahe des kritischen Punktes gewahlt. Weiterhin ist ein
geeigneter Startwert fiir den Eigenvektor ¢" zu bestimmen. Liegen mehrere kritische Punkte
K+ dicht zusammen, so wird die Konvergenz der Iteration zu einem bestimmten Punkt haupt-
séchlich durch die Wahl des Startvektors bestimmt. Deshalb sind die Startvektoren besonders
sorgféltig auszuwéhlen und gegebenfalls sind probeweise mehrere kritische Punkte mit dem
erweiterten Gleichungssystem zu bestimmen. Bei adaptiven Berechnungen mit unstrukturierten
Finite—Elemente—Netzen eignen sich besonders die folgenden Eigenwertprobleme zur Bestim-
mung der Startvektoren ¢".

(KL + Ky) + oKg)p =0 (5.70)
(KL + oKy +Kg)o =0 (5.71)

K ist die lineare Steifigkeitsmatrix, K, ist die Anfangsverschiebungsmatrix und K ist die
Anfangsspannungsmatrix. K ist belastungsunabhédngig und K, und Kg sind jeweils von der
Belastung abhéngig. Die bereits aus der klassischen Beulanalyse zur Berechnung der Traglasten
bekannten Eigenwertprobleme (5.70) und (5.71) entstehen aus der folgenden Zerlegung der
Tangentensteifigkeitsmatrix K, wie es u.a. in [145] beschrieben wird.

Kr=K_+Ky+Kg (5.72)

Das aktuelle Lastniveau multipliziert mit dem Eigenwert w ergibt eine Abschétzung fir den kriti-
schen Lastfaktor. Die Eigenwertprobleme (5.70) und (5.71) liefern bei unstrukturierten Netzen
bessere Ergebnisse, als das nicht mechanisch motivierte Eigenwertproblem nach Gleichung (5.61).

(KT—(Dl)q)h =0
Nach der iterativen Losung kann die Art der kritischen Punkte entsprechend dem kontinuier-

lichen Problem bestimmt werden (siehe GI.(5.9) und GI.(5.10)).
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5.5.3 Pfadwechsel am Verzweigungspunkten

An Verzweigungspunkten ist es grundsétzlich méglich, den Primér— oder den Sekundarpfad
weiterzuverfolgen. Essind verschiedene Verfahren vorhanden, um gezielt auf einem der Pfade
weiterzurechnen [107]. Wie in Abschnitt 5.2 bereits diskutiert wurde, folgen die Verschiebun-
genim Anfangszustand der Verzweigung hauptséchlich der Richtung der Beulform ¢". Daher
ist es naheliegend, den Verschiebungsvektor in der Nahe der kritischen Punkt (u™¢ und 19
mit der Beulform ¢" zu modifizieren, um auf den Sekundarpfad zu gelangen.

uPr = yhe 4 e ="

(5.73)
Zu den Verschiebungen am kritischen Punkt wird der normierte Beulvektor mit einem Skalie-
rungsfaktor e aufaddiert. Da die L&nge des Eigenvektors unbestimmt ist, wird weiterhin das
Verhéltnis von || " || zu | u" || bei der Skalierung mitberiicksichtigt. Mit den Verschiebungen
uMP" und dem Lastparameter AP" als Startwert liefert eine anschlieRende Newton-Raphson
Iteration einen Gleichgewichtspunkt auf dem Sekundarpfad. Nachdem ein Punkt auf dem Se-
kundarpfad bekannt ist, wird dieser auf die gleiche Weise wie der Primérpfad weiterverfolgt.
Verbesserte auf asymptotischen Reihenentwicklungen basierende Pradiktoren zum Pfadwech-
sel werden u.a. von Reitinger [107] vorgestellt. Weiterhin ist es méglich, die Verzweigungsglei-
chung (5.14) am kritischen Punkt zu 16sen und die Tangente an den Primdr— oder Sekundarpfad
zu bestimmen [75].

5.6  Adaptive Netzverfeinerung bei geometrischer Nichtlinearitat

Der Gleichgewichtspfad wird mit dem im vorigen Abschnitt beschriebenen Pradiktor—Korrek-
tor Algorithmus und der Newton Raphson Iteration bestimmt. Der Fehlerschatzer wird jeweils
an den Gleichgewichtspunkten begleitend eingesetzt. Falls die Genauigkeit der numerischen
Berechnung nicht ausreichend ist, wird mit den berechneten Verfeinerungsindikatoren n; ein
neues Netz generiert. Fur nichtlineare Probleme mit stark wechselndem Tragverhalten hat sich
dabei die Neuvernetzungsstrategie als besonders flexibel erwiesen. Wie bereits diskutiert fihrt
die L6sung von nichtlinearen Problemen auf die Betrachtung von linearen Problemen im Tan-
gentenraum. Deshalb werden die neuen ElementgroRen mit den gleichen Konvergenzraten
wie bei linearen Problemen ermittelt (siehe Abschnitt 4.6). Nach der Generierung des Finite—
Elemente—Netzes sind die Verschiebungen (und zusatzlich die Rotationen bei Schalen) von
dem alten auf das neue Netz abzubilden, um die Pfadverfolgung fortzusetzen. Das nicht im
Gleichgewicht befindliche Netz wird anschlieBend mit einer Korrektoriteration ins Gleichge-
wicht gebracht. Die Effektivitat des adaptiven Algorithmus hangt wesentlich von der Konver-
genz der Korrektoriteration ab. Um Divergenz zu vermeiden, sollte die Anzahl der verfeinerten
Elemente in jedem adaptiven Schritt begrenzt werden. Die gesamte Losungsdauer wird damit
in der Regel nicht langer, da die Losungen aus gréberen Netzen einen guten Startwert fir
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Bild 5.6: Adaptive geometrisch nichtlineare Berechnung

A

die Iteration auf dem feinen Netz ergeben und dadurch nur wenige Iterationen auf dem feinen
Netz erforderlich sind. Das beschriebene Vorgehen wird in der mathematischen Literatur in
Zusammenhang mit dem ”mesh independence principle” diskutiert [3]. In dem implementierten
Algorithmus werden weiterhin wahrend der Iteration die Ungleichgewichtskrafte

N"(u")-AFh

kontrolliert und die Schrittlangen werden jeweils so angepaft, dafl die L, —Norm der Un-
gleichgewichtskréfte nicht groRer wird. Durchgefuhrte numerische Berechnungen zeigen, dafd
allgemeine Schalentragwerke ohne die vorgeschlagenen Modifikationen nicht berechenbar
sind. Nach der Bestimmung eines Gleichgewichtspunktes werden die Fehler nochmals ber-
priift und falls die Fehler hinreichend klein sind, so kann der Gleichgewichtspfad weiter ver-
folgt werden. Bild 5.6 zeigt ein Ablaufdiagramm des implementierten Verfahrens.

5.6.1 Transfer der Zustandsvariablen

Die Zuverlassigkeit der gesamten adaptiven Vorgehensweise ist stark von dem Abbildungspro-
zess der Zustandsvariablen abhangig. Im nachfolgenden wird in Anlehnung an Okstad [91]
eine effiziente und robuste Methode fir beliebig gekrimmte Schalentragwerke vorgestelit.
Als erster Schritt sind fur die neu generierten Knoten alle zugehdrigen Elemente auf dem
alten Netz zu identifizieren. Bei sehr vielen Elementen ist der einfache Vergleich der Koordina-
ten des neu generierten Punktes mit den Elementkoordinaten zu zeitaufwendig und nicht praki-
kabel. Deshalb wird die Suche mit der nachfolgenden Methode systematisiert und der gesamte
Abbildungsprozess wird damit insgesamt wesentlich effizienter.

Vorab werden fir jedes Element die maximalen und minimalen Knotenkoordinaten
Xk, Yg und zy ermittelt und in einem Feld abgespeichert.
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Bild 5.7: Abbilden der Zustandsvariablen auf den Knoten i

[min X, max xk] X [min yx, max yg] X [min zx, max z]

Bei gekrimmten Schalentragwerken liegen die neu generierten Punkte x"" auf der Schalen-
oberflache und nicht auf den Elementoberflédchen, deshalb sollte die Differenz zwischen mini-
malen und maximalen Koordinaten zusatzlich vergréRert werden.

min Xx := min Xx — (Max Xg—min Xx) - €
max Xk := max Xk + (max Xx—min Xg) - €

Der Toleranzfaktor wird je nach Beispiel zu 1.1 < e < 1.3 gewahlt. Das erzeugte Feld verein-
facht den Suchprozess wesentlich. Fir einen neuen Punkt mit der Koordinaten
(x"€Y) y"et z"Y) sind zuerst alle Elemente mit der Eigenschaft

minx, < X" < maxxy

zu ermitteln. Wird dieser Prozess mit den y und z Koordinaten entsprechend fortgefhrt, blei-
ben schlieBlich sehr wenige Elemente, in der Regel nur ein Element, Gbrig. Um die Knotenver-

schiebungen u%ah (und die Rotationswinkel des Schalendirektors) vom vorherigen Netz auf

den neuen Knoten mit der Finite-Elemente—Ansatzfunktionen Ny
—neu __
uhneu — Zgﬁi_,l NK(% ’nneu)uKh,alt (5.74)

abzubilden, werden die lokalen Koordinaten Eneu und 71"" benétigt. Die lokalen Koordinaten
konnen erst nach einer orthogonalen Projektion des neuen Punktes von der Schalenoberflache
auf einen Punkt der Elementflache bestimmt werden. Dazu ist der Abstand zwischen dem
Punkt x"°" und der Elementoberflache zu minimieren.

T(EM) = x(Em-x"")(x(EM)-=x"") = min. (5.75)

Die Elementoberflache ist mit den Ansatzfunktionen x(E,1) und den Knotenkoordinaten x
gegeben.

€M) = >k NgEmxg (5.76)
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Bild 5.8: Projektion der Punkte von der Schalen— auf die Elementoberflache

Die lokalen Koordinaten En und 71"" lassen sich aus der Stationaritatsbedingung fr die
nichtlineare Funktion IT bestimmen.

ATI(E oTI(E, M
MEN _ g -——gifﬂ =0
IS M (5.77)
Das nichtlineare Gleichungssystem kann am effektivsten mit einer Newton—Raphson Iteration

gelost werden. Ausgehend von einem Startwert, z.B. Epr = 0 und 7" = 0, werden die Inkre-
mente aus der linearisierten Gleichung bestimmit.
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e
afl
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Mg T
H H

(5.78)

Fur stark verzerrte Elemente ist die Konvergenz dieser Iteration nicht immer gewahrleistet.
Mit verschiedenen Startpunkten fir die Iteration kann Divergenz vermieden werden. Abschlie-
Rend sollte noch Uberprift werden, ob die lokalen Koordinaten im zuldssigen Bereich liegen
d.h.:

—1-e<E ' =sl+4e —l-e<W"<14e mite~025
5.6.2 Direkte adaptive Berechnung von kritischen Punkten

Fur praktische Problemstellungen ist haufig nur die GroRe der Durchschlags— und Verzwei-
gungslasten von besonderer Bedeutung. Wie in Abschnitt 5.5.2 vorgestellt, sind auch einige
numerische Verfahren fur die direkte Berechnung von kritischen Punkten vorhanden. In Kom-
bination mit den Verfeinerungsindikatoren fiir kritische Punkte kdnnen einfache adaptive Me-
thoden konstruiert werden. Fir eine relativ grobe Startdiskretisierung wird der Gleichgewichts-
pfad bis in die Umgebung eines kritischen Punktes berechnet. Das Uberschreiten eines
kritischen Lastniveaus wird mit der Determinante der Steifigkeitsmatrix oder der Anzahl der
negativen Diagonalglieder der faktorisierten Steifigkeitsmatrix festgestellt. AnschlieRend wer-
den der kritische Punkt und die zugehorige Beulform mit dem erweiterten Gleichungssystem
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(5.67) direkt bestimmt. Zur Berechnung des Verfeinerungsindikators werden die Verschiebun-
gen am kritischen Punkt mit der Beulform Uberlagert. Die Residuen oder die Differenz zwi-
schen den geglatteten und ungeglatteten Spannungen am gestorten Zustand werden, wie im
Abschnitt 5.4.2 vorgestellt, zur Berechnung der Verfeinerungsindikatoren verwendet. Ausge-
hend von den berechneten Indikatoren wird ein neues Finite—Elemente—Netz generiert. An-
schlielend sind die Zustandsvariablen von dem alten auf das neue Netz abzubilden und das
Tragwerk ist mit einer Korrektoriteration ins Gleichgewicht zu bringen. Fir die neue Diskreti-
sierung kann nach Berechnung der Eigenformen mit den direkten Methoden ein neuer Verzwei-
gungspunkt ermittelt werden.

Y

direkte Berechnung
von kritischen Punkten

l

— Korrektoriteration

a—posteriori
Fehlerabschatzung auf den
gestorten Primarpfad

Transfer der
Zustandsvariablen

Priméarpfad
Pfadverfolgung

Netzverfeinerung

Sekundéarpfad
Pfadwechsel
Pfadverfolgung

Bild 5.9: Adaptive Berechnung von Verzweigungs— und Durchschlagspunkten

5.7 Beispiele

Die Anwendung der vorgestellten Verfeinerungsindikatoren und des adaptiven Netzverfeine-
rungsalgorithmus wird im nachfolgenden anhand mehrerer Schalenbeispiele diskutiert. Im er-
sten Teil werden zwei in der Literatur haufig verwendete Benchmarkbeispiele mit konzentrier-
ter Belastung nachgerechnet. AnschlieBend werden Stabilitatsprobleme von Zylinderschalen
untersucht, fur die analytische oder experimentelle Ergebnisse vorliegen. Als Finite—Elemente
kommen durchweg neunknotige degenerierte Schalenelemente zum Einsatz (siehe [34]).

5.7.1 Schalentragwerke unter konzentrierter Belastung
Das erste Beispiel ist ein einseitig eingespannter Zylinder, der im Abschnitt 3.4 bereits schon

linear untersucht wurde. Der berechnete Ausschnitt des Tragwerks und die grobe Startdiskreti-
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Geometrie:

Lé&nge L = 3.048
Radius R = 1.016
Dicke t = 0.03
Material:

Elastizitatsmodul E = 2.0685.107
Querdehnzahl v = 0.3

Bild 5.10: Einseitig eingespannter Zylinder

sierung sind in Bild 5.10 dargestellt. Bei niedriger Belastung liegen die kritischen Bereiche
mit groRen Spannungsgradienten in der Umgebung der Lasteinleitung. Mit steigender Bela-
stung wird der Zylinder Giber die ganze L&nge deformiert. Bei einer nicht adaptiven Berechnung
ist fur das gesamte Tragwerk eine sehr feine Diskretisierung zu wéhlen. Drei der vier adaptiv
ermittelten Netze zu unterschiedlichen Lastniveaus im verformten Zustand sind Bild 5.11 abge-
bildet. Mit dem adaptiven Algorithmus wird die Ausbreitung der Deformation ausgehend vom
Lastangriffspunkt sehr gut wiedergegeben. Fir die adaptive Berechnung lag eine Fehlertoleranz
von 7.5% zugrunde, die Evolution des Fehlers ist in Bild 5.12 dargestellt. Die Fehler wurden
basierend auf dem linearisierten Problem mit dem residualen Indikator nach Babuska und Mil-
ler und dem gléttungsbasierten Indikator nach Zienkiewicz und Zhu ermittelt. Fur dieses Bei-
spiel zeigen die beiden Verfahren ein &hnliches Verhalten, wie es bei linearen Problemen auch
der Fall ist. Wie bereits bei linearen Problemen diskutiert, eignet sich nur die ”Superconvergent
Patch Recovery” Methode zur Fehlerermittlung bei hoherwertigen Elementen.

Die mechanischen Eigenschaften von Schalen sind wesentlich von ihrer Krimmung abhéangig.
In Abhéngigkeit der Kriimmungsverhéltnisse kénnen sich zum Teil ganz unterschiedliche Trag-

Netz 2 Netz 3 Netz 4
11350 Fhg. 16336 Fhg. 18366 Fhg.

WA
f'z""i-:-‘\‘:’:\'\‘\\\‘

, ::;3:;‘3\“%;“\“‘
ST
O “lll.

Bild 5.11: Adaptiv verfeinerte Netze mit steigender Belastung (Skalierungsfaktor 1:1)
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Bild 5.12: Lastverschiebungskurve und die Entwicklung der geschétzten Fehler

wirkungen einstellen. Diese mechanischen Eigenschaften spiegeln sich auch in den Differen-
tialgleichungen der Membrantheorie wider. Beispielsweise sind die Gleichungen fur Zylinder-
schalen vom parabolischen Typ und fir Hyperboloidschalen vom hypberbolischen Typ. Da
zur Fehlerabschatzung und Netzverfeinerung das mit den Residuen belastete Tragwerk betrach-
tet wird, ist auch ein EinfluR der Krimmungsparameter auf die Adaptivitat zu erwarten.

Die genannten Effekte treten tatséchlich bei der adaptiven Berechnung einer Hyperboloidschale
auf. In Bild 5.13 ist ein Achtel der Struktur sowie die Belastung der berechneten Schale darge-
stellt. Bei kleinen Verformungen weist das adaptiv ermittelte Netz Verfeinerungen tber das
gesamte Gebiet auf (Netz 1, Bild 5.14). Die verfeinerten Zonen liegen nicht mehr wie bei
der Zylinderschale in der unmittelbaren Umgebung der konzentrierten Belastung. Lokale Ver-
feinerungen, wie bei Netz 3 und Netz 4 in Bild 5.14 dargestellt, treten erst bei grofieren Ver-
schiebungen auf. Der Verfeinerungsindikator wurde bei diesem Beispiel mit der ”Superconver-

z
b Lange L = 20.00
Radius max = 15.00
Radius fmin = 7.50
Dicke t = 0.04
L Elastizitatsmodul E =~ = 6.825.107
Querdehnzahl \Y = 03

BE ((z) = min b2 + 22

Bild 5.13: Hyperboloidschale
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Netz 1 Netz 3 Netz 4
31650 Fhg. 16200 Fhg. 18400 Fhg.
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Bild 5.14: Adaptiv verfeinerte Netze mit steigender Belastung (Skalierungsfaktor 1:1)

gent Patch Recovery” Methode nach Zienkiewicz und Zhu ermittelt. Die Entwicklung des
geschatzten relativen Fehlers ist in Bild 5.15 aufgetragen. Es zeigt sich, daf} nach einem anfang-
lichen Abnehmen der relativen Fehler ab dem neunten Inkrement bzw. ab einer Auslenkung
von 3.6 am Punkt P wieder ein Zunehmen der Fehler stattfindet. Um die numerische Effizienz
des Algorithmus zu steigern, wurde bei diesem Beispiel auch ein unterer Grenzwert flr die
geschatzten relativen Fehler von 5.0% vorgegeben.

10.0
= 8 -
S = 75 .
— 6_ CT)
o w 5.0
S 47 5
= 2 ZZ-SPR
82 g
/ 0 T T T T, T
061 2 3 4 5 6 7 3 5 7 9 1113 15 17 19
Auslenkung am Punkt P Inkremente

Bild 5.15: Adaptive geometrisch nichtlineare Berechnung

5.7.2  Stabilitatsuntersuchungen an Zylinderschalen

Numerische Beulanalysen von axial gedriickten Zylinderschalen sind aufgrund der starken
Imperfektionsempfindlichkeit im allgemeinen sehr schwierig. Insbesondere bei groben un-
strukturierten Netzen kann die numerische Berechnung auf falsche Beulfiguren fuhren. Bei
Verfeinerung des Finite—Elemente—Netzes konvergieren die Beulformen und die Traglasten
gegen die richtigen Formen und Werte. Die adaptive Berechnung von Verzweigungspunkten
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Bild 5.16: Zylinder unter Axiallast

wird fur einen axial gedriickten Zylinder mit starren Endscheiben in Bild 5.16 gezeigt. Nur
eine Hélfte des Zylinders wurde mit neunknotigen Schalenelementen diskretisiert. Die adaptive
Berechnung stitzt sich auf einen Algorithmus zur direkten Ermittlung von kritischen Punkten.
Der Verzweigungspunkt wird flr ein anfanglich grobes Startnetz mit Pfadverfolgung und an-
schlieRend mit einem erweiterten Gleichungssystem direkt berechnet. Die Verfeinerungsindika-
toren lassen sich, wie in Abschnitt 5.4.2 beschrieben, mit dem zugehérigen Verzweigungsmode
bestimmen. Falls mehrere Verzweigungspunkte dicht beieinander liegen, kann die Netzadap-
tion bezuglich des kleinsten Eigenwertes unter Umstanden zu falschen Ergebnissen fiihren.
Deshalb wurden fur den Zylinder die Verfeinerungsindikatoren bezuglich der zwei kleinsten
Eigenwerte bestimmt. Als Verfeinerungsindikator flr die Netzadaption dient der Maximalwert
der Indikatoren aus den beiden Eigenmoden. Nach der Netzverfeinerung und Projektion der
Zustandsvariablen wird der Verzweigungspunkt erneut bestimmt. Nach mehrmaliger Netzver-
feinerung liefert das adaptive Vorgehen bei ca. 9150 Freiheitsgraden eine Traglast von 953.
Die berechnete Traglast ist in guter Ubereinstimmung mit der aus folgender Gleichung be-
stimmten analytischen N&herung von 1120.

Et

Oki = 083m

Die Spannung o,; ohne den Faktor 0.83 ist die ideale Beulspannung der klassischen Beultheo-
rie. Der Faktor 0.83 beriicksichtigt den EinfluR der Randbedingungen auf die Traglast [113].
Nach der Ermittlung des kritischen Punktes wird auf dem Sekundarpfad weitergerechnet. Auf-
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Mylarzylinder Astralonzylinder
Dicke t = 0.254 mm Dicke t = 1.000 mm
E-Modul E = 5600 N/mm2 E-Modul E = 3700 N/mm2
Querdehnzahl v = 0.3 Querdehnzahl v = 0.3
Lange/Radius 1,2,3,4 L&nge/Radius 6

Bild 5.17: Querkraftbeanspruchter Zylinder, Werkstoff— und Geometriedaten

grund des sehr komplexen Strukturverhaltens ist es jedoch nicht mehr méglich, einen bestimm-
ten Gleichgewichtspfad weiterzuverfolgen.

Um das verwendete numerische Berechnungsmodell zu validieren und gleichzeitig die Effekti-
vitat der adaptiven Vorgehensweise zu untersuchen, wurde eine von Schréder [116] durchge-
fuhrte Versuchsreihe mit flinf querbelasteten Zylindern nachgerechnet [80]. Die Versuchszylin-
der aus Mylar- oder Astralonwerkstoffen sind auf der einen Seite eingespannt und auf der
gegenlberliegenden Seite Uber eine Stahlmanschette gleichméRig mit einer Querlast belastet
(Bild 5.18).

Die Stahlmanschette wird bei der numerischen Berechnung durch Koppeln der Knotenver-
schiebungen in der Ebene simuliert. Infolge der Symmetrie der Belastung und Geometrie wird
nur die Halfte der Zylinder diskretisiert. Die numerischen Berechnungen wurden mit dem
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adaptiv verfeinertes Netz
(Beulform)

Experiment FE Berechnung

Bild 5.18: Eingespannter Mylarzylinder unter Querbeanspruchung (L/R=1)
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in Abschnitt 5.6.2 beschriebenen und bereits auf axial belastete Zylinder angewendeten Algo-
rithmus durchgefuhrt. Beispielsweise sind die experimentell und adaptiv ermittelten Beulfigu-
ren fur einen Zylinder mit L/R=1 in Bild 5.18 dargestellt. Weiterhin ist in Bild 5.19 die Beul-
form fur den Astralonzylinder mit L/R=6.0 und das zugehorige adaptiv ermittelte
Finite—Elemente—Netz abgebildet. Fir alle Zylinder stellt das kritische Lastniveau einen \er-
zweigungspunkt dar. Die Konvergenz der adaptiv ermittelten Traglasten ist in den Diagrammen
in Bild 5.20 dargestellt. Als Referenzwert zur Berechnung der relativen Fehler wurden jeweils
die adaptiv berechneten Traglasten auf einem feineren Netz verwendet. In Bild 5.20 sind die

Referenztraglasten A" und die experimentell ermittelten Werte A% angegeben. Trotz
einiger Abweichungen, insbesondere bei kiirzeren Zylindern, stimmen die experimentell
und numerisch ermittelten Traglasten gut berein. Im allgemeinen sind die Abweichun-
gen auf Imperfektionen der Geometrie, des Werkstoffes und der Lastaufbringung zurlck-
zufihren. Aus den Konvergenzdiagrammen ist ersichtlich, dalR das adaptive Vorgehen,
insbesondere bei langen Zylindern mit lokalen Beulen in der Nahe der Einspannung,
zu deutlich besseren Ergebnissen fihrt.

Bild 5.19: Beulform der eingespannten Astralonzylinder unter Querbeanspruchung (L/R=6)
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Bild 5.20: Konvergenz der relativen Fehler in Traglasten fur die verschiedenen Zylinder
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6  Adaptive Methoden fiir materiell nichtlineare
Berechnungen

6.1 Einfihrung

Die in der bisherigen Arbeit getroffene Annahme einer linearen Abhangigkeit der Spannungen
von den Verzerrungen ist fir viele praxisrelevante Werkstoffe nicht zutreffend. Dartberhinaus
sind fur pfadabhéngige elastoplastische Materialien die konstitutiven Gleichungen nur in inkre-
menteller Form gegeben. In diesem Kapitel werden die sich daraus ergebenden neuen Aspekte
flr die a—posteriori Fehlerabschatzung der Diskretisierungsfehler und fir die Netzadaption
diskutiert. Als konstitutive Modelle kommen die relativ einfache Hencky—- und die Prandtl—-
Reuss Plastizitat zur Anwendung. In der Ingenieurliteratur werden die beiden Modelle hdufig
als Deformations— und Fliel3theorie bezeichnet. Die Deformationstheorie ist ein nichtlineares
Werkstoffmodell mit gleichen Eigenschaften fiir Be— und Entlastung. Die a—posteriori Fehler-
abschatzung und die anschlielende Netzadaption gestalten sich damit entsprechend zu geome-
trisch nichtlinearen Problemen. Bei der FlieR3theorie ist das Werkstoffverhalten lokal von der
Belastungsgeschichte abhangig und folglich ist die Zuordnung von Spannungen zu Verzerrun-
gen nicht eindeutig. Die inkrementell formulierte Fliel3theorie lasst sich nach einer Diskretisie-
rung der Zeitvariablen in die Deformationstheorie tberfiihren. Die entwickelten Abschatzun-
gen konnen damit im inkrementellen Sinne auf die Flie3theorie angewendet werden.

6.2 LoOsungseigenschaften von elastoplastischen Problemen

Die grundsétzlichen Ldsungseigenschaften von elastoplatischen Anfangs—Randwertproblemen
konnen anhand der Deformationstheorie der Plastizitat untersucht werden. Bereits sehr einfache
Beispiele zeigen die starke Abhéangigkeit der Ldsung von dem \erfestigungsverhalten des
Werkstoffes. Um die nachfolgende theoretische Herleitung zu motivieren, wird zunéchst in
Anlehnung an Duvaut und Lions [51] der in Bild 6.1 dargestellte Stab n&her untersucht. Der
beidseitig eingespannte Stab ist mit einer linear verédnderlichen Streckenlast belastet. Mit der

Bild 6.1: Eindimensionales Beispiel
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Wahl des Tangentenmoduls E; wird die Verfestigung vorgegeben. Bei einer Belastung von
A = 3.0 tritt FlieRRen ein und die Losung im plastischen Bereich ist sehr stark von der Steigung
des Spannungsdehnungsdiagramms E¢ abhéngig. Die axialen Verschiebungen und die Span-
nungen des Stabes bei einem Lastniveau von A = 4.0 sind fir E; = 0 und E; = 0.001 in
Bild 6.2 dargestellt. Besonders interessant ist die Lésung fur E+ = 0 mit diskontinuierlichen
Verschiebungen [u(1)] am rechten Auflager.

u=ﬂ§%x+x ind W] = -E+1 fr a=3 6.1)

Der diskontinuierliche Verschiebungsverlauf kann bei einem Experiment in dieser extremen
Form nicht beobachtet werden und ist damit eine Schwache des Rechenmodells. Bereits bei
einer sehr geringen Verfestigung verteilen sich die plastischen Verzerrungen in einem endlichen
Bereich und die Verschiebungen sind kontinuierlich (Bild 6.2).

Dieses einfache eindimensionale Beispiel zeigt bereits, dall die Verschiebungen bei idealer
Plastizitat grundsatzlich Spriinge aufweisen kénnen [129]. Diese Eigenschaft war bereits sehr
frih bekannt und wurde in den zwanziger Jahren von Ingenieuren zur Entwicklung der klassi-
schen Gleitlinientheorie verwendet. Aufgrund der diskontinuierlichen Funktionsverlaufe ist
die mathematische Untersuchung des idealplastischen Randwertproblems sehr schwierig und
wurde erst relativ spat durchgefuhrt. Der erste mathematische Existenzbeweis fur die Deforma-
tionstheorie geht auf eine Arbeit von Johnson im Jahre 1976 zurlick [74]. In den nachfolgenden
Arbeiten fihrten Matthies et al. [85] und Temam [129] den BD Raum (”space of bounded
deformation”) zur Untersuchung der diskontinuierlichen Losung ein. Der BD Raum erlaubt
im Gegensatz zum Sobolev Raum H? diskontinuierliche Verschiebungen und ist fiir ideale
oder entfestigende Plastizitat besser geeignet [118]. In der Ingenieurliteratur wurde das L6-
sungsverhalten des elastoplastischen Randwertproblems bereits sehr frih u.a. von Hill disku-
tiert [64]. Wé&hrend die mathematischen Arbeiten das globale Losungsverhalten untersuchen,
beschrénken sich die Untersuchungen in der Ingenieurliteratur meist auf das lokale Verhalten.
Dabei wird beispielsweise fur das linearisierte dynamische Problem die Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten von kleinen Stérungen untersucht [65]. In Abhangigkeit des Verfestigungsparameters
treten reelle oder imagindre Wellengeschwindigkeiten auf. Falls imagindre Geschwindigkeiten

\\\\\\\\~_____,// ‘\\\\\\\\____”/J

Er = 0.0, A = 40 Er = 0.001, A = 4.0

] ]
_/ _/

Bild 6.2: Verschiebungen (oben) und Spannungen (unten) in Abhé&ngigkeit von Et
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auftreten, so kdnnen sich kleine Stérungen entlang den Charakteristiken ausbreiten [112]. Fir
das stationdre Problem folgt daraus der Verlust der Elliptizitdt. Bei nicht elliptischen stationaren
Problemen fiihren im Gleichgewicht befindliche Kréftegruppen zu Beanspruchungen in weit
entfernteren Tragwerksteilen und klingen sehr langsam bzw. Gberhaupt nicht ab.

Im weiteren wird flr das Kontinuum der Einfluf3 des Verfestigungsparameters auf das elastopla-
stische inkrementelle Problem diskutiert. Die lokalen Eigenschaften des inkrementellen Pro-
blems lassen sich mit Hilfe des elastoplastischen Werkstofftensors untersuchen. Zuerst wird
die Existenz einer Gleitkurve bzw. eines Scherbandes vorausgesetzt und anschlieffend werden
die Eigenschaften des zugehorigen elastoplastischen Werkstofftensors untersucht. Entlang ei-
nes Scherbandes sind die Verschiebungen der beiden angrenzenden Gleitkdrper unterschiedlich
grof. An der Gleitkurve besitzen die inkrementellen Verschiebungen eine Diskontinuitét [u].
Weiterhin ist die Tangentialkomponente der inkrementellen Verschiebungsspriinge entlang der
Gleitlinie konstant. Der Sprung im Verschiebungsgradienten mufl damit folgendermafen dar-
stellbar sein (Maxwells Kompatibilitats—Theorem):
o[u]

Dabei ist n die Flachennormale auf die Gleitkurve und E ist ein freier Vektor. Aus der Glei-
chung (6.2) ergeben sich die Springe in den \erzerrungen.

[€] = 3(IVa] + [Va]T) = 7 (n + ng) (6.3)

Weiterhin sind die Normalspannungen infolge der statischen Gleichgewichtsbedingungen ent-
lang der Gleitlinie kontinuierlich.

[6]n = 0 (6.4)

Nach Einsetzen der im Abschnitt 2.1.3.2 vorgestellten inkrementellen konstitutiven Glei-
chung (2.40)

6=C%®:¢
in Gleichung (6.4) und unter Berlcksichtigung von Gleichung (6.3) folgt eine Bedingung fir
das Entstehen von Scherbandern.

QE=0 mit Q¢ = [nC*Pn] (6.5)

In der Literatur wird Q° als der akustische Tensor bezeichnet. Die Singularitat des akustischen
Tensors kann mit einer Eigenwertanalyse oder einfacher mit der Determinante festgestellt wer-
den.

det Q¢ = 0 (6.6)

Wird die Determinante flr einige Richtungen Null bzw. Negativ, so ist das lokale Problem
nicht mehr stark elliptisch. Die lokale Elliptizitat der konstitutiven Gleichungen lait sich fir
einige elastoplastische Materialgesetze auch direkt nachweisen. Zum Beispiel wurde eine ent-
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Bild 6.3 Scheibe mit Loch

sprechende Abschédtzung von Korneev und Langer [78] fur die Von—Mises Plastizitat mit asso-
zierter FlieRregel hergeleitet (siehe Anhang A.6 ).

Die Abhangigkeit der lokalen Werkstoffeigenschaften von den Verfestigungsparametern wurde
fur die in Bild 6.3 dargestellte Scheibe beispielsweise in dem dunkel schattierten Element un-
tersucht. Das Tragwerk wurde mit f = 450 belastet, so daR in den schattiert eingezeichneten
Elementen plastische Verzerrungen auftreten. Fur die verschiedenen elastoplastischen Tangen-
ten sind die berechneten Determinanten des akustischen Tensors in Abhéngigkeit des Rich-
tungswinkels o in Bild 6.4 aufgetragen. Vergleichend ist in Bild 6.4 weiterhin die Determinante
auch fir den elastischen Werkstofftensor dargestellt. Erwartungsgemal ist das elastoplastische
Material nicht mehr isotrop und besitzt insbesondere fiir kleine Verfestigungsparameter ein
sehr stark anisotropes Tragverhalten. Weiterhin ergeben sich aus Bild 6.4 die moglichen Lokali-
sierungsrichtungen mit ca. 45° und 135°. Der lokale Verlust der Elliptizitét fuhrt, wie an diesem
Beispiel deutlich wird, nicht immer zu einer lokalisierten Versagensform. Eine Gleitflache
stellt sich erst bei einem hoéheren Lastniveau ein, wenn ein ganzer Tragwerksbereich durch

3.0
=N Verhéltniss E1/E,
= 2.0 +.
o elastisch
(@4
104y 4 N S/ N (1 N\ /S 777" 0.80
o 1.

_—— 0.10
0.0 ‘ —  0.00

0 90 180 270 360
Richtungswinkel o

Bild 6.4 Einflul der Verfestigung auf den akustischen Tensor
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adaptiv verfeinertes Netz plastische Vergleichsdehnungen  horizontal Verschiebungen
10500 Fhg.

Bild 6.5 Scheibe mit Loch (ebener Verzerrungszustand, ideal plastisch)

eine Scherzone durchlaufen wird. Die plastischen Verzerrungen und die horizontalen \erschie-
bungen nach Erreichen der Traglast sind in Bild 6.5 fiir eine langere Scheibe aufgetragen.
Der plastische Bereich lokalisiert sich in einem diinnen Streifen, der bei numerischen Berech-
nungen mit besonders kleinen Elementen zu diskretisieren ist. Ein moglicher diskontinuier-
licher Verschiebungsverlauf kann jedoch mit den verwendeten kontinuierlichen Ansatzfunktio-
nen nicht abgebildet werden.

6.3  Finite-Elemente-Approximation von elastoplastischen Problemen

Das Anfangsrandwertproblem der FlieBtheorie wird sowohl raumlich als auch zeitlich diskreti-
siert. Ausgehend von der schwachen Form der statischen Gleichungen bzw. dem Prinzip der
virtuellen Verschiebungen erfolgt die rdumliche Diskretisierung mit der Finite—Elemente—Me-
thode. Die rdumliche Diskretisierung fuhrt auf gewohnliche Anfangswertprobleme fir die ein-
zelnen Integrationspunkte. Anschlielend werden die resultierenden lokalen Anfangswertpro-
bleme meist mit einem impliziten Eulerverfahren integriert. Innerhalb eines Zeitinkrements
ergeben sich die Verschiebungen, die plastischen Verzerrungen und die internen Variablen aus
einem nichtlinearen Gleichungssystem. Bei der numerisch wesentlich einfacheren Deformati-
onstheorie ist keine zeitliche Diskretisierung erforderlich und die Gesamtverschiebungen lassen
sich direkt aus einem einzigen nichtlinearen Gleichungssystem bestimmen.
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6.3.1 Raumliche Diskretisierung mit der Finiten—Elemente—-Methode

Die statische Gleichgewichtsbedingung flr geometrisch lineare Probeleme ist in schwacher
Form entsprechend zur Gleichung (2.23) folgendermalien gegeben:

Jo(u):e(v)dx=)»{Jp-vdx+Jf-vdo} Vv ev (6.7)
Q Q r

N

Bei den betrachteten elastoplastischen Problemen sind die Spannungen o nichtlinear von den
\erzerrungen e abhangig. Die Beschrankung der Funktionen u und v auf einen Finite-Elemente—
Raum V" fiihrt auf die diskrete Finite—Elemente—Lésung.

fo(uh):e(vh) dx=k{j p-vh dx+j f.uh do} v v e vh (6.8)
Q Q r

N

Obwohl wie im Abschnitt 6.2 diskutiert bei Plastizitat durchaus diskontinuierliche Verschie-
bungen auftreten kénnen, besteht der Finite—Elemente-Raum V" zur Vereinfachung aus C°
stetigen Ansatzfunktionen. Die Finite—Elemente—Approximation mit diskontinuierlichen Ele-
menten wird in der Literatur u.a. von Stephan et al. [125] diskutiert.

Aus der Differenz der Gleichungen (6.8) und (6.7) ergibt sich die fir Fehlerabschatzung sehr
wichtige Galerkin—Orthogonalitatseigenschatft.

f o(u" : e(v") dx— I o(u) : (V") dx = J (o(uh)—o(u)) ce(VM dx = 0 (6.9)
Q Q

Q
Die Finite—Elemente—Losung wird ausgehend von einem bekannten Zustand U" und A aus
einer Newton—Raphson Iteration bestimmt. Dazu ist die nichtlineare innere Arbeit in Gleichung
(6.8) folgendermalien zu linearisieren:

(

Q
+ J{ (%Eh) : e(Uh—uh)) : (V") dx + %J
Q Q

Die Ableitung der Spannungen nach den Verzerrungen kann erst nach einer Diskretisierung
beziglich der Zeit bestimmt werden.

j o(u") : e(v") dx = J o) : e(v") dx (6.10)
Q

6.3.2  Zeitliche Diskretisierung mit dem impliziten Eulerverfahren

Fir die inkrementellen plastischen Verzerrungen €” und den Verfestigungsparameter T der
FlieRtheorie der Plastizitat wurden in Abschnitt 2.1.3.2 bereits die folgenden Beziehungen
vorgestellt.

& = yoF ¢ =y (6.11)
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F ist dabei die FlieBbedingung. Der plastische Multiplikator y ist von den \Verzerrungen €
abhéngig und wird aus der Konsistenzbedingung

OF o L 9Fe _
Go0 + Gzt =0 (6.12)

hergeleitet [120],[148].

__{ E:C:e ]
y = (6.13)

JF . . JF
H+5:C:5

Dabei ist C der elastische Werkstofftensor und H ist der Verfestigungsmodul (siehe Gl. (2.45)).
Ist der Zustand des materiellen Punktes zu einem Zeitpunkt t" bekannt, so kann der Zustand
zu einem Zeitpunkt t™ + At mit der impliziten Eulerverfahren aus den inkrementellen Glei-
chungen (6.11) und dem plastischen Multiplikator bestimmt werden.

+1
e+l = en 4 pye ) FET) it Ay =yt () (6.14)

n+ — n n+ aF(tn—"_l)
gL =20+ Ayt 1)8—C

Das implizite Eulerverfahren ist ein unbedingt stabiles und von erster Ordnung genaues Integra-
tionsverfahren fir Anfangswertprobleme. Bei elastoplastischen Problemen wird die Integration
mit Gleichungen (6.14) und (6.15) nur fur Punkte auf der Flie3flache d.h. fur plastische Punkte
durchgefiihrt. Deshalb wird zunéchst, ausgehend von den bekannten Spannungen ¢", fir die
Verzerrungen €"*! eine elastische Pradiktorspannung oP" bestimmt.

o = C: ("l - €PN (6.16)
Falls der betrachtete Punkt fur die Pradiktorspannungen elastisch ist, so ist die Integration

mit den Gleichungen (6.14) und (6.15) nicht erforderlich. Liegen die Spannungen im unzul&ssi-
gen Bereich d.h.

F(e?,C") > 0

(6.15)

inkrementelles Werkstoffgesetz

6 = E¢ fir v=0
— EOH fil 0
0_E0+H€ ur vy =

ebn ePn +1 en +1

Bild 6.6: Projektion der Spannungen auf die Flie3flache (ein dimensionaler Fall)
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so wird mit der folgenden Gleichung eine Korrektur berechnet.

OF (tn+1)

n+1 _ 4pr_ n+1 .
o oP'-Ay(t"TH)C: ppe

(6.17)

Zur Bestimmung der sechs unbekannten Spannungskomponenten und des einen plastischen
Multiplikators wird zu den sechs Gleichungen in GI.(6.17) eine zuséatzliche Bedingung hinzu-
genommen.

Fe"tLg"t) =0 (6.18)
Die FlieRbedingung wird damit auch zum Zeitschritt t+1 erftllt. Aus den nun sieben nichtlinea-
ren Gleichungen lassen sich die sieben Unbekannten (¢™*! und " *1) bestimmen. Fiir den
Spezialfall der von Mises Plastizitat mit linearer isotroper Verfestigung ergeben sich die plasti-
schen Verzerrungen wesentlich einfacher aus einer geschlossenen Formel ("Radial Return”)
[120]. Da die weiteren Besonderheiten von Integrationsalgorithmen im Rahmen von adaptiven
Methoden fiir die rdumliche Diskretisierung nicht mehr relevant sind, wird die Diskussion
an dieser Stelle abgebrochen.

Innerhalb eines Zeitschrittes At beschreiben die inkrementellen Gleichungen (6.14), (6.15)
und (6.17) eine nicht pfadabhéngige Beziehung. Das resultierende Werkstoffmodell innerhalb
eines Zeitschrittes ist damit identisch mit der Deformationstheorie der Plastizitat. Die Gleichun-
gen fur die Deformationstheorie folgen aus den vorgestellten Gleichungssatzen, falls fur
eP™ = 0 und T" = 0gewdhlt und anschlieBend die gesamte Belastung in einem Schritt aufge-
bracht wird.

6.4  A-Posteriori Fehlerschatzer fur die Deformationstheorie

Ein Ansatz zur residualen a—posteriori Fehlerabschatzung fiir die Deformationstheorie wurde
von Johnson und Hansbo erstmals 1991 vorgestellt [69]. Trotz der mathematischen Fundierung
liefert die Methode fir praktische Problemstellungen, wie im Abschnitt 6.4.2 noch gezeigt
wird, sehr ungunstige Abschatzungen. Weiterhin wurden auf lokalen Neumann Problemen
basierende Fehlerschatzer erst kiirzlich von Gallimard, Ladevéze und Pelle [57] auf die Plastizi-
tat angewendet. Dieses Vorgehen, das auf der Losung von Teilproblemen basiert, ist jedoch
bei Plastizitat nur bedingt anwendbar, da die lokalen Probleme zum Teil nicht elliptisch sind.
Liegt zum Beispiel ein Element im plastischen Bereich, so ist die Losung des lokalen Problems
bei idealer Plastizitit infolge des nicht positiv definiten elastoplastischen Werkstofftensors
nicht eindeutig. Deshalb beschrénken sich auch die von Schulz [115] und Repin et al. [109]
vorgestellten mathematisch exakten Fehlerabschdtzungen auf verfestigende Werkstoffe. Beide
Autoren verwenden die Residuen des nichtlinearen Problems und die Lésung eines weiteren
linearen Hilfsproblems zur Fehlerabschédtzung. Weitere hauptsachlich als Verfeinerungsindika-
toren flr Lokalisierungsprobleme konzipierte, auf Glattungstechniken oder Interpolationsab-
schatzungen beruhende Methoden wurden unter anderem von Ortiz et al. [94], Peric et al.
[95] und Zienkiewicz et al. [142] vorgestellt.
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Das Randwertproblem zur Berechnung der Diskretisierungsfehler in Abhangigkeit der Resi-
duen bildet erneut den Ausgangspunkt zur Herleitung von a—posteriori Fehlerschétzern. Die
elementweise Integration der Fehler in den Spannungen ergibt das folgende Randwertproblem.

(sturoem)= X EH R, + @) vy ev (6.19)

Der erste Term auf der rechten Gleichungsseite ist die duRere virtuelle Arbeit der Elementinnen-
residuen auf einem Element €.

div ¢(ul) + p = Ry (6.20)

Die virtuelle Arbeit der Sprungterme Uber die Elementkanten I'y und die Neumann Réander
I'y wird mit dem zweiten Term dargestellt.

%((o(uh)n)h(* + (0(uMn)| ) = T auf T € T (6.21)
o(uMn—f = J auf I'y C Ty (6.22)

Da die exakte Losung des Randwertproblems Gl. (6.19) zur Berechnung der Spannungsfehler
nicht praktikabel ist, werden im n&chsten Abschnitt geeignete Abschéatzungen vorgestelit.

6.4.1 A-Posteriori Fehlerabschatzung ohne Dualitatstechniken

Um die grundsatzlichen Schwierigkeiten bei der a—posteriori Fehlerabschétzung mit lokalen
Teilproblemen aufzuzeigen, wird im nachfolgenden ein expliziter Fehlerschatzer hergeleitet.
Wie bei geometrisch nichtlinearen Problemen diskutiert, werden zur Fehlerabschatzung nur
linearisierte Gleichungen betrachtet. Dazu sind die nichtlinear von den Verzerrungen abhéngi-
gen Spannungen in Gleichung (6.19) in einer Taylorreihe zu entwickeln. Die Reihenentwick-
lung geht von der bekannten Finite—Elemente—Ldsung u" aus.
h

% z?e(u-uhf + .. (6.23)
Es ist zu beachten, dal? die Reihenentwicklung die Glattheit der Spannungsdehnungskurve
voraussetzt. Bei den numerischen Berechnungen wird die Reihenentwicklung auch fiir die

: e(u—uh) + 10%0(u)

ublichen nicht glatten Beziehungen in der Plastizitdt angewendet. Die berechneten Verfeine-
rungsindikatoren und a—posteriori Fehlerabschatzungen sind jedoch trotz dieser Vereinfachung
von hoher Qualitat. Das Vernachlassigen von Termen hoherer Ordnung bei der Reihenentwick-
lung flhrt auf das linearisierte Randwertproblem zur Fehlerabschatzung.

(%:ll);e(ﬁ—uh),e(v)) = >RV + @V Vv eV  (624)

Dabei ist w die exakte Losung des linearisierten Problems. Die Differenz der Verschiebungen
w — uMist der Diskretisierungsfehler und wird im nachfolgenden mit & bezeichnet. Die Ablei-
tung der Spannungen nach den Verzerrungen liefert den Werkstofftensor C". In Abhangigkeit
des Zustandes der betrachteten Punkte entspricht C" entweder dem elastischen oder dem konsi-
stenten elastoplastischen konstitutiven Tensor.
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do(uh) _ o =[ C fir elastische Punkte (6.25)

de CeP(uM fur plastische Punkte

Der konsistente elastoplastische Tensor wird aus Gleichung (6.17) bestimmt.

_ C:&E-T . 2
- (C_H +§_g?0c.£ mit R R

dg2

Ist die Finite—Elemente—L6sung u bekannt, so ist auch der Materialtensor C" fir alle Punkte
des Tragwerks bekannt. Nach Einsetzen der Definition (6.25) in Gleichung (6.24) folgt das
linearisierte Randwertproblem zur Fehlerabschatzung.

(€™ e@.em) = DO ¥ Rv)g, + TV} Vv ev (6.26)

Bei der Umformung wurde auch die Definition & = W — u" benutzt. Die Herleitungen sind
flr einen eindimensionalen Stab in Bild 6.7 graphisch dargestellt. Der beidseitig eingespannte
Stab mit linear veranderlichem Querschnitt und einer konstanten Linienlast wurde mit sechs
linearen Finiten Elementen diskretisiert. Bei dem betrachteten Lastniveau sind jeweils das erste
und letzte Element plastisch. Die Elementinnenresiduen und Sprungterme (ber die Kanten
werden uber die statischen Gleichgewichts— bzw. Kompatibilitdtsbedingungen berechnet und
sind in Bild 6.7 links dargestellt. Durch Einfrieren der mit Finiten Elementen berechneten
elastischen und plastischen Bereiche wird das eindimensionale Randwertproblem linearisiert.
Die Losung des mit Residuen belasteten linearen Problems ist in Bild 6.7 rechts aufgetragen.
Die linearisierte Lésung stellt in weiten Bereichen des Stabes eine gute N&herung fur die

urspringliches Problem

o
b——=—=—=—- - =] p=10 4
0.5 b3 %
i o
N
o
1.0
Residuen R und J Losung des exakten und des
| | R linearisierten Problems

plastisch elastisch plastisch
———linearisierte Losung

——— exakte L6sung

Bild 6.7: Berechnung der lokalen Fehler aus dem ursprunglichen und dem dualen Problem
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exakten Fehler dar. Da die vernachléssigten Terme in der Reihenentwicklung (6.23) von héhe-
rer Ordnung sind, wird die Abweichung zwischen der exakten und der Finite—Elemente—L06-
sung bei Netzverfeinerung zunehmend kleiner. Fur den eindimensionalen Stab wurde das mit
Residuen belastete lineare Problem exakt geldst. Bei der Fehlerabschatzung wird die Lésung
des globalen Problems entsprechend zum linearen Problem aus der Lésung nicht gekoppelter
Teilprobleme zusammengesetzt. Wie im weiteren noch deutlich wird, lassen sich nur die Fehler
in den inneren Arbeiten

(C": e(e), e(e)) (6.27)

ohne Dualitatstechniken aus dem lokalen Problem abschatzen. Ein entsprechender expliziter
Fehlerschatzer kann, ausgehend von Gleichung (6.26), mit der klassischen Standardargumenta-
tion hergeleitet werden. Zunachst wird in die Gleichung (6.26) unter Ausnutzung der Galerkin—
Orthogonalitét die Interpolierende le eingefiihrt

(C™: e@).e®) = D ¥R eTe)g, + (e-10)y, ] (6.28)

und anschlielfend die Cauchy—Schwarz Ungleichung angewendet.

(C": €@),€(®)) = > MO IR [l ] &6 g+ Co i 19 I )| &16 | (6.29)

Die Interpolationsfehler sind mit den bereits im Abschnitt 3.2.2.2 vorgestellten Energienormab-
schatzungen nach oben hin beschrankt.

| e-Te oo, = Cihk | e ||e,§zK | e-Te lor = C, \/E( e ||e,9K

Die Energienorm auf der rechten Gleichungsseite ist bezlglich des elastischen Werkstofftensors
definiert.

[ ele= (C:e(e).e(e))
Die innere Arbeit nach Gleichung (6.27) ist infolge der folgenden Elliptizitatsabschatzung
mit der Energienorm nach oben hin beschrénkt.

(C": €(8),€(8)) = (1-vo)(C : €(®), €(®) = (1-vy) || &]}? (6.30)
Dabei ist v, ein von der Verfestigung abhangiger Parameter. Fir elastische Material-
punkte sind die beiden inneren Arbeitsausdriicke auf der linken und rechten Gleichungs-
seite gleich und vy ist identisch eins. Von Koornev und Langer [78] wird fiir die von

Mises Plastizitat mit linearer isotroper Verfestigung der folgende Wert fiir vy angegeben
(siehe auch Anhang A.6).

vg = —3C (6.31)

Dabei ist G der Schubmodul, E der Elastzitatsmodul im elastischen Bereich und E+ der elasto-
plastische Tangentenmodul. Die Interpolationsabschatzungen werden mit der Abschétzung
(6.30) bei Elementen im plastischen Bereich z.B. fur || e-Ie [, o folgendermaBen modifiziert.
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\/(cn  e(e), €(e)),,.

l—vo

| e-Te ||0,QKS Cihg

Fir die Randterme gilt die entsprechende Modifikation mit /h anstatt h auf der rechten Glei-
chungsseite. Die modifizierten Interpolationsabschéatzungen in die Gleichung (6.29) eingesetzt
und anschlief’end durch die Fehler in den inneren Arbeiten dividiert ergeben einen expliziten
a—posteriori Fehlerschatzer.

2
(€7 @) €®) = Ty 2R Cabc R g, + Ca i 1 I, (6.32)

Bei idealplastischen Werkstoffen mit v, = 1 werden die Fehleranteile der plastischen Ele-
mente unendlich groR. Diese Abschatzung ist zwar richtig, jedoch praktisch nicht verwert-
bar. Damit kdnnen die auf der Losung von Teilproblemen beruhenden Fehlerschatzer auf
ideale Plastizitat nicht angewendet werden. In der Literatur wurde u.a. von Ortiz et al.
[94] bereits auf diese Problematik hingewiesen. Dartiberhinaus ist die Kopplung der Teil-
probleme auch bei kleinen Verfestigungsparametern in der Regel nicht mehr vernachlassig-
bar. Werden jedoch trotzdem entkoppelte lokale Teilprobleme betrachtet, so ist die Qualitat
der Abschatzungen und der zugehdrigen Verfeinerungsindikatoren meist nicht ausreichend.

6.4.2 A-Posteriori Fehlerabschatzung nach Johnson und Hansbo

Im nachfolgenden wird der von Johnson und Hansbo [69] eingefiihrte Fehlerschatzer aufbau-
end auf der Vorgehensweise des letzten Abschnittes vorgestellt. AnschlieBend werden die Un-
zulénglichkeiten anhand eines eindimensionalen Beispiels aufgezeigt. Wie bei dem im letzten
Abschnitt vorgestellten Fehlerschatzer geht die Herleitung vom Fehlerrandwertproblem Gl.
(6.19) und den zugehorigen Galerkin—-Gleichungen aus.

(()‘(ll)—(]‘(uh), e(e)) = zg}}l{(R, e-le)g + (J, e—Ie)rK} (6.33)

Die rechte Seite wird nun je nach Zustand der Elemente (ob elastisch oder plastisch) mit der
Holderschen Ungleichung unterschiedlich in die einzelnen Anteile zerlegt, um die Fehler an-
schliefend mit den Verzerrungen abschatzen zu kdnnen.

(R, e-Te)g, |

IA

Chg | R ||O,Q§H €(e) ||0’Q]e( elastische Elemente
|(R,e-le)o, | = Chy | R”“’aQi’é” e(e) ||L1,le< plastische Elemente (6.34)
Fur die Sprungterme gelten entsprechende Abschatzungen.
|JyeTe)re | < Cy /|13 [lgrell €(e)
|(Js e-Te)py | C4\/E< 13 ol €Ce) lle, oo (6.35)

Wie in Abschnitt 6.2 diskutiert, kdnnen bei idealer Plastizitat diskontinuierliche Verschiebun-
gen auftreten. Damit sind die Verzerrungen nur in einem distributionellen Sinn gegeben. Da

A

0,95

IA
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die Verzerrungen fir plastische Elemente damit nicht mehr quadratintegrierbar sind bzw. nicht
in dem Raum L, liegen, wurden in den obigen Abschatzungen unterschiedliche Normen fir
die elastischen und plastischen Bereiche gewéhlt. Mit den Abschétzungen (6.34) und (6.35)
ergibt sich aus der Gleichung (6.19) die folgende Abschatzung fur die Fehler der inneren Arbei-
ten.

(o(w)-o(u"), (€)= > NHC/hy [ R .00l €(e)
+Cy o[ lo.rs

+ Cy i 1 Ly €)1 (6.36)

Im weiteren werden die Fehler im elastischen Bereich auf die gleiche Weise wie bei den linea-
ren Problemen behandelt. Abschétzen der Fehler im plastischen Bereich mit der Dreiecksun-
gleichung ergibt:

| eCe) [, <] ew) [, +I eCu™ |, (6.37)
Einsetzen der Abschatzung fir die Verzerrungen in die Gleichung (6.36) liefert nach einigen
Umformungen den von Johnson et al. [68] angegebenen Fehlerschatzer

e(e) oo + Cshg [ R ||oo£2%|| €(e) ||L1,Q§

((o(u)-0(u"), e(8)) < Z&iﬁ{CEh& I RIGq: dx + Cohi 13170 r,

+ ScCahy || e(uM I el Rl o

+SCy i | 0" gl 9 e (6.38)
mit der Stabilitatskonstante:

Sc =€) I, +/ ™) [
Bei der numerischen Berechnung werden die exakten Verzerrungen zur Berechnung der Stabili-
tatskonstanten S. durch die Finite—Elemente—\Verzerrungen ersetzt. Die Fehlerabschatzung
nach GI.(6.38) zeigt eine um eine h—Potenz schlechtere Konvergenzrate flir die Spannungen
im plastischen Bereich. Einfache numerische Konvergenzstudien fr den bereits im Bild 6.1
vorgestellten eindimensionalen Stab zeigen, dal im elastischen und plastischen Bereich die
gleichen Konvergenzraten erreicht werden (Bild 6.8). Die Untersuchungen wurden bei einem
Lastniveau von A = 4.0 und einem Tangentenmodul von E1 = 0.11 durchgefihrt. In Bild 6.9
(links) ist die Konvergenz der geschatzten L,—Norm Spannungsfehler fiir den gesamten Stab
und weiterhin fur den elastischen und plastischen Teilbereich aufgetragen. Die erwartete lineare
Konvergenzrate im elastischen Bereich wird von dem verwendeten Fehlerschatzer richtig wi-
dergegeben. Obwohl die gleiche Konvergenzrate auch fiir den plastischen Bereich gilt, liefert
der Fehlerschatzer falsche Werte, so dal} die Fehlerabschédtzung insgesamt fur dieses Beispiel
zu pessimistisch ist. Genauere Untersuchungen zeigen, dal die falsche Konvergenzrate fur
die plastischen Bereiche auf die Abschatzung GI.(6.37) fur die Stabilitatskonstanten S zurlck-
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Bild 6.8: Relativer Fehler in den Spannungen und Verschiebungen
x gesamter Bereich, + plastischer Bereich, e elastischer Bereich

zufiihren ist. Anstelle der Abschatzung GI1.(6.37) kann die Stabilitatskonstante S. nach Sutt-
meier [127] naherungsweise mit verbesserten Spannungen bestimmt werden.

| ee) [l =l €* (u")—e(@™ |, (6.39)

Die geglitteten Verzerrungen € * (u) ergeben sich zum Beispiel durch Mittelwertbildung an
den Knoten. Mit dem angenaherten Verzerrungsfehler folgt aus Gleichung (6.38) eine wesent-
lich bessere Abschétzung.

((o(-o(u,e(@) = > 1= {C2h? R B, dx + Ciy | 3 [P,

+ Chy | e(u")—e* (uM I, el R il g

+ Co Pl e * W) Il 3. o (6.40)
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Bild 6.9: Geschatzter absoluter Fehler nach Gleichung (6.38) (rechts) und (6.40) (links)
X gesamter Bereich, + plastischer Bereich, e elastischer Bereich
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Die Anwendung des Fehlerschatzers auf das eindimensionale Beispiel ergibt die richtige Kon-
vergenzrate flr die L,—Norm der Spannungen im gesamten Gebiet (Bild 6.9). Aufgrund der
verwendeten N&herungen ist der Fehlerschatzer jedoch nicht mathematisch abgesichert. Des-
halb kénnen die Fehler, wie von Wriggers et al. [139] vorgestellt, auch ausschlieRlich aus
geglatteten Spannungen und Verzerrungen bestimmt werden.

(6(u)-0(u"), €(€) = ("~€"(U"), 0 * —o(u"))
+ (e5"—e*(u"), o * —o(uM) (6.41)

Der erste plastische Anteil des Verfeinerungsindikators, der Fehler in der Dissipation, wurde
bereits friher von Peric et al. [95] zur Netzverfeinerung bei Lokalisierungsproblemen ange-
wendet.

6.4.3 A-Posteriori Fehlerabschatzung mit Dualitatstechniken

Die starke Anisotropie und Inhomogenitét des elastoplastischen Randwertproblems wurde be-
reits in Abschnitt 6.2 diskutiert. Wie aus der Strukturmechanik bekannt, kdnnen bei solchen
Problemstellungen lokal im Gleichgewicht befindliche Residuen zu Spannungen Uber das ge-
samte Tragwerk flihren. Damit sind die auf der Losung von entkoppelten Teilproblemen beru-
henden Fehlerschatzer sowohl bei idealer wie auch bei verfestigender Plastizitat im allgemei-
nen unzureichend. Weiterhin sind die Spannungsverhaltnisse im plastischen Bereich fur die
meisten ingenieurmaligen Problemstellungen nicht interessant, so dal’ lokale Fehlerschatzer
besonders bei der Elastoplastizitat an Wichtigkeit gewinnen. Die im nachfolgenden in Anleh-
nung an Suttmeier [127] hergeleiteten lokalen a—posteriori Fehlerschatzer bzw. Verfeinerungs-
indikatoren beschranken sich wieder auf das linearisierte Problem. Zur Abschéatzung der Fehler
in den lokalen Verschiebungen in der Umgebung der Stelle x = X wird das folgende duale
Problem betrachtet.

div (c" : e(é)) +8X) = 0

C":e(Gn=0 aufly G=0 aufl, (6.42)

Dabei ist 8i(X) entsprechend dem EinfluRflachenkonzept eine regularisierte Einzellast an der
Stelle x = X (sieche Abschnitt 4.4). Die regularisierte Greensche Funktion G ist die Lésung
des aktuellen linearen Problems. Das globale Tragverhalten bzw. die EinfluRflache fur die
lokalen Verschiebungen wird hauptséachlich durch den ortsabhangigen Werkstofftensor C" be-
ricksichtigt. Das urspriingliche mit Residuen belastete Problem und das duale Problem (6.42)
sind beide linear. Damit ist der Satz von Betti-Maxwell anwendbar.

(8,(%), 8) = (é,div (cn e(é))) = (div(C": €(2), G)

- >R G, + (3.6)y ] (6.43)

131



ursprungliches Problem

o
e S
3 - - - - - jlg
S -
1.0
Residuen R und J duales Problem
P ——————— | R(x)

N X L~

plastisch elastisch plastisch plastisch elastisch plastisch

X e m
e
\/\\—L/\/\/ Greensche Funktion G(x)

Bild 6.10: Berechnung der lokalen Fehler aus dem urspriinglichen und dualen Problem

Die Vorgehensweise fir den eindimensionalen Stab mit veranderlicher Dicke ist in Bild 6.10
graphisch aufbereitet. Aus der Gleichung (6.43) lait sich wie bereits flir geometrisch lineare
Probleme vorgestellt, ein expliziter Fehlerschatzer herleiten (siehe Gleichung (4.46)).

- _h - h
(5,(x),8) = Zﬁiﬁ[cm& IR oo, G oo, + Ca /N[ lor, IG |2,QK} (6.44)

Die zweiten Ableitungen der Greenschen Funktion sind dabei mit den zweiten Ableitungen
der Finite—Elemente—L6sung des dualen Problems zu approximieren. Aus der Gleichung (6.43)
konnen auch glattungsbasierte Verfeinerungsindikatoren entwickelt werden, die wesentlich ein-
facher zu implementieren sing.hDazu wird die Finite-Elemente—Approximation der regulari-
sierten Greenschen Funktion G unter Ausnutzung der Galerkin—Orthogonalitat auf der rechten
Seite von Gleichung (6.43) eingefiihrt.

6,%),8) = (div(C” : e(w—uh),é—éh) = (G(W)—G(uh),e(é)—e(éh)) (6.45)

Der Verfeinerungsindikator wird anschliellend elementweise anstatt mit den exakten Spannun-
gen und Verzerrungen mit den geglétteten GroRen bestimmt.

(5,(%), &) = QE;l(o * (UM—o(uM), e * (éh)-e(éh)) (6.46)
Qg
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Die geglatteten Spannungen o * und Verzerrungen e * ergeben sich aus den diskontinuierlichen
Finite—Elemente—-GréRen durch Mittelwertbildung an den Knoten. Aufgrund der Galerkin—Or-
thogonalitét bzw. der lokalen Optimalitatseigenschaft der Finite—Elemente—Methode beziiglich
der inneren Arbeiten sind die geglatteten Spannungen und Verzerrungen eine gute N&herung
fiir die exakte Funktion. In Bild 6.11 ist die Anwendung des Fehlerschétzers nach Gleichung
(6.46) auf eine Scheibe mit Loch dargestellt. Die Verzerrungsfehler des dualen Problems zeigen
einen groBen EinfluR der Ubergangszone vom elastischen zum plastischen Bereich auf die
lokalen Vertikalverschiebungen.

Zur Fehlerabschatzung fur andere lokale sowie globale GroRen ist lediglich die Belastung
des dualen Problems entsprechend zu modifizieren. Die Belastung des dualen Problems wird
dabei entsprechend zum linearen Problemen gewéhlt (siehe Abschnitt 4.2).

Fehler in den Verzerrungen
I (duales Problem)

ursprungliches Problem

EEEEEEENEEEN
®

%

Fehler in den Spannungen Verfeinerungsindikator
(urspriingliches Problem) (lokaler Verschiebungsfehler)

Bild 6.11: Bestimmung der lokalen Fehler fur Langsverschiebung am Punkt i aus dem ur-
springlichen und dualen Problem
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6.5 A-Posteriori Fehlerabschatzung fur die Flie3theorie

In Abschnitt 6.3 wurde gezeigt, dal die FlieStheorie der Plastizitat nach der Diskretisierung
der Zeitvariablen in jedem Inkrement auf eine Darstellung entsprechend der Deformationstheo-
rie fihrt. Innerhalb eines Zeitschrittes konnen damit die Diskretisierungsfehler mit den fir
die Deformationstheorie vorgestellten globalen sowie lokalen Fehlerschétzern bestimmt wer-
den. Die aufgrund kleiner Zeitschritte in der Regel kleinen Fehler infolge der Zeitdiskretisie-
rung werden mit dieser Vorgehensweise allerdings nicht erfalit. Die Abschatzung der gesamten
Fehler fur instationédre Probleme ist numerisch sehr aufwendig und wird im Rahmen der Elasto-
plastizitat nicht weiter verfolgt. Das nichtlineare Randwertproblem der Flief3theorie in schwa-
cher Form ist innerhalb eines Zeitschrittes t" < t < t"*1 folgendermaRen gegeben.

JG(AU):e(v)dx=IAp-vdx+I Af - v do Vv ev (6.47)
Q Q Iy

Die inkrementellen GroRen berechnen sich dabei wie folgt:
Au=u""!l —u", Ap =p"*t! —p" und Af =+l ¢

Die Anfangsbedingungen u", p" und f" sind als die Lésung des vorherigen Zeitschrittes
gegeben. Aus der partiellen Integration der inkrementellen inneren Arbeit wird fur die
FlieRtheorie ein von den Residuen abhéngiges Randwertproblem fiir die Fehlerabschétzung
hergeleitet.

(o(Au)-0(Au"), (v)) = Zg}}l{(AR,v)QK + (A Vvev (6.48)

Mit der bereits flr die Deformationstheorie verwendeten Argumentation beschranken sich die
weiteren Betrachtungen auf das linearisierte Problem.

(CP: e(Ae), e(v)) = Zgl}l{(AR, Vg, + (ALY} Vv eV (6.49)

Die Gleichung (6.49) hat die gleiche Struktur wie die Ausgangsgleichung (6.26) zur Fehlerab-
schatzung bei der Deformationstheorie. Die bereits im Abschnitt 6.4 entwickelten Fehlerschat-
zer konnen folglich auch auf das inkrementelle Problem der FlieRtheorie angewendet werden.
Beispielsweise ist der lokale residuale Fehlerschétzer aus Gleichung (6.44) folgendermalien
zu bestimmen.

. n - h - h
(81%), 28") = Z&iﬁ{cmﬁ | AR [0, 16 I, + Co/n& A3 oy, 1G o (6:50)

Fur die glattungsbasierte Methode gilt entsprechend:

(5i(i), Aén) =~ wi'-l(Ao*—th,e*—eh)QK (6.51)
Der Gesamtfehler ergibt sich anschlieBend aus der Summe der inkrementellen Fehler.
(6:(x).48) = SN (3,(0), aé") (652)
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Bild 6.12: Berechnung der lokalen Fehler aus dem urspriinglichen und dualen Problem

Zur Auswertung der Verfeinerungsindikatoren (6.50) und (6.51) werden jeweils die Span-
nungsdifferenzen am Anfang und Ende eines Zeitschrittes zugrundegelegt. Das duale Problem
ist von der inkrementellen Vorgehensweise unabhangig und die zweiten Ableitungen bzw. die
Verzerrungen werden direkt aus der regularisierten Greenschen Funktion bestimmt.

6.6  Adaptive Netzverfeinerung bei Elastoplastizitat

Die Fehler in nahezu beliebigen lokalen sowie integral definierten Variablen kdnnen bei Elasto-
plastizitdt ndherungsweise mit den vorgestellten Methoden ermittelt werden (siehe auch
Bild 6.12). Da die Fehlerabschatzung ausschlieRlich auf dem linearisierten Problem basiert,
ist die Qualitat der Abschétzungen fir sehr grobe Diskretisierungen natiirlich nicht optimal.
Numerische Untersuchungen zeigen jedoch, dal die vorgestellten Methoden auch fiir sehr
grobe Netze gute Verfeinerungsindikatoren liefern. Damit 143t sich der numerische Rechenauf-
wand auf jeden Fall fur die meisten praktischen Problemstellungen deutlich vermindern. Das
adaptive Vorgehen bei elastoplastischen Problemen ist im wesentlichen gleich wie bei geome-
trisch nichtlinearen Problemstellungen (siehe Abschnitt 5.6). Nach einer Neuvernetzung sind
bei der pfadabhangigen Flielitheorie lediglich zusatzlich zu den Verschiebungen noch die plasti-
schen Verzerrungen €P und weitere interne Variable T mit abzubilden. Im Gegensatz zum pfad-
unabhéngigen, geometrisch nichtlinearen Problem kdnnen die Abbildungsfehler in €P und T
nicht mehr nachtraglich zum Beispiel mit einer Korrekturiteration eliminiert werden. Die Ak-
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Netz n+1

Bild 6.13: Extrapolation und anschliel3ende Interpolation der plastischen Zustandsvariablen

kumulation der Abbildungsfehler kann durch die im nachfolgenden beschriebenen besonderen
Transfermethoden vermindert werden.

Die plastischen Dehnungen und weitere interne Variable werden bei der Finite—Elemente—Be-
rechnung nur an den Gausspunkten vorgehalten. Die plastischen Zustandsvariablen werden
deshalb zuerst auf die Knotenpunkte des alten Netzes extrapoliert (Bild 6.13). Im Rahmen
dieser Arbeit werden die Gausspunktwerte mit Hilfe der klassischen Extrapolationsmethoden
fur die Spannungen auf die Knotenwerte des Einheitselements abgebildet. Die diskontinuier-
lichen Knotenwerte werden anschlieBend mit einfacher Mittelwertbildung gegléttet. Numer-
ische Berechnungen zeigen, dal diese Glattung unbedingt erforderlich ist, um die numerischen
Verschmutzungseffekte so klein wie moglich zu halten. Die Knotenwerte kénnen auch, wie
von Hochard et al. [67] vorgestellt, mit einer L, — Projektion der Gausspunktwerte durch
die Finite—Elemente—Ansatzfunktionen Ny bestimmt werden.

[ Ny(e*—€P) dx = 0 mit €er= Z:<EI=_1NK€pK (6.53)
T

Das Gebiet t beschreibt entweder eine Teilmenge oder das gesamte Gebiet Q selbst. Die L6-
sung von Gleichung (6.53) fuhrt auf groRe Gleichungssyteme, die numerisch aufwendig zu
I6sen sind. Deshalb wurde dieser Ansatz in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verfolgt. Nach-
dem die Zustandsvariablen an den Knoten des alten Netzes vorliegen, werden sie auf die gleiche
Weise wie die Verschiebungsvariablen auf die Knoten des neuen Netzes abgebildet. Anschlie-
Rend werden die Gausspunktwerte auf dem neuen Netz mit den Ansatzfunktionen aus den
Knotenwerten bestimmt. Der gesamte Transfervorgang fir die plastischen Verzerrungen und
internen Variablen kann folgendermafen zusammengefalit werden.

e  Extrapolation der internen plastischen Verzerrungen und internen Variablen von den
Gausspunkten auf die Knotenpunkte des alten Finite—Elemente—Netzes

e Glatten der diskontinuierlichen Verzerrungen und internen Variablen

e Abbilden der Knotenwerte vom alten auf das neue Netz
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e Interpolation der Knotenwerte auf die neuen Gausspunkte

Nach dem Transfer der Zustandsvariablen wird fur das neue Netz mit einer Korrektoriteration
ein Gleichgewichtspunkt ermittelt. Damit ist fur das neue Netz die Kinematik und die FlieRbe-
dingung exakt und das Gleichgewicht im schwachen Sinne erfullt. An dem neuen Gleichge-
wichtspunkt werden die Fehler nochmals abgeschétzt, bleiben die geschatzten Fehler unterhalb
der zulédssigen Toleranzen, wird die Pfadverfolgung fortgesetzt. Falls die Fehler zu groR sind,
wird das Netz mit den berechneten Indikatoren verfeinert. Um die Abbildungsfehler klein
zu halten, sollten die Geschichtsvariablen jedoch nicht von dem vorherigen Netz abgebildet
werden (siehe Bild 6.14).

Netz 1 Netz 2 Netz 3
\erschiebungen Verschiebungen \erschiebungen |——-
Geschichtsvariablen Geschichtsvariablen Geschichtsvariablen
N\
AN
\\

—_—

Bild 6.14: Abbilden der Verschiebungen und Geschichtsvariablen

Bemerkung:

e Esist zu beachten, daR sich die Abbildungsfehler nicht mit den bekannten Fehlerschatzern
bestimmen lassen. Deshalb ist eine mathematisch exakte Fehlerabschéatzung fur praktische
Berechnungen mit verschiedenen Netzen bei pfadabh&ngigen Problemen nicht mdéglich.

6.7 Beispiele

In diesem Abschnitt werden die beschriebenen Verfeinerungsindikatoren und die darauf auf-
bauende adaptive Methode exemplarisch an zwei ausgewahlten Beispielen untersucht. Obwohl
die theoretische Herleitung der Verfeinerungsindikatoren fir beliebige FlieRfunktionen gilt,
beschrénken sich die hier untersuchten Beispiele auf die klassische Jo—Plastizitat. Die \erschie-
bungen werden als klein angenommen, so daR eine geometrisch lineare Theorie zur Anwen-
dung kommt.

6.7.1 Beispiel fur die Deformationstheorie

Mit der beschriebenen, auf Dualitatstechniken basierenden Vorgehensweise kénnen die Fehler
der verschiedenen lokalen und im integralen Sinne definierten Variablen abgeschatzt werden.
Die einzige Voraussetzung ist, dafl das grobe Startnetz naherungsweise die Grolie des plasti-
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Bild 6.15: Fehlerkontrolle fur eine Scheibe mit Loch (Deformationstheorie)
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schen Bereichs wiedergeben kann. Das erste Beispiel ist eine Lochscheibe mit ebenem Verzer-
rungszustand und ideal plastischem Materialverhalten (Bild 6.15). Wegen der Symmetrie
wurde nur ein Viertel des Tragwerks mit vier—knotigen Verschiebungselementen diskretisiert.
Die Belastung von =375 und f=450 wurde, um die Pfadunabhéngigkeit mit den klassischen
Algorithmen fiir die Jo—Plastizitat zu simulieren, in einem Schritt aufgebracht. Der lokale Ver-
schiebungsfehler wurde exemplarisch an einigen Finite—Elemente—Knoten kontrolliert. Als
Belastung fur das duale Problem wurden einzelne Knotenlasten an den jeweiligen Knoten auf-
gebracht. Die Referenzlésung auf einem sehr feinen Netz wird als die quasi exakte Lésung
bezeichnet. Die glattungsbasierten Fehlerschétzer n zeigen verglichen mit dem quasi exakten
Fehler n* eine erstaunlich gute Ubereinstimmung. Die in Bild 6.15 dargestellten Netze weisen
alle eine Verfeinerung in der Umgebung der kontrollierten Knoten, im plastischen Bereich
und zum Teil in der Ubergangszone auf.

6.7.2 Beispiel fur die Flie3theorie

Das gleiche Beispiel wurde auch mit der Prandtl-Reuss Theorie berechnet. Die Fehler wurden
in jedem Inkrement mit der auf Residuen basierenden Methode (siehe Gl. (6.50)) abgeschétzt.
Um die maximalen Vertikalverschiebungen und die Horizontalspannungen am Punkt P (siehe
Bild 6.16) zu bestimmen, werden zwei unabhangige Finite—Elemente—Berechnungen durchge-
flhrt.

maximale Verschiebungen Horizontalspannungen am Punkt P

S

-} -
-} P -

“
‘

Q
-

3.707

I R

‘ 3.707

Bild 6.16: Scheibe mit Loch — Belastungen des dualen Problems

Fur die Netzadaption beziglich der Vertikalverschiebungen in der Mitte des Scheibenendes
wird, wie in Bild 6.16 dargestellt, eine Einzellast als Belastung fur das duale Problem gewahlt.
Die vorgeschriebene Fehlerschranke betrégt in jedem Inkrement 0.5%. Die Belastung wird
in Form einer Verschiebungskontrolle in Inkrementen von 0.001 in der Mitte des Scheibenendes
aufgebracht. In Bild 6.17 sind das Startnetz (A=215,13), einige weitere ausgewéhlte Zwischen-
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Bild 6.18: Lastverschiebungskurve und Entwicklung des geschatzten Fehlers in den
Vertikalverschiebungen

netze und das Endnetz (A=457,1) zu sehen. Die Ausbreitung des plastischen Bereiches wird
mit dem implementierten Algorithmus iber mehrmalige Neuvernetzung sehr gut erfal3t. Erwar-
tungsgemal wird das Finite—Elemente—Netz hauptséchlich in der Umgebung der plastischen
Bereiche verfeinert. Weiterhin ist in Bild 6.18 die Entwicklung des Fehlers in Abhangigkeit
der Anzahl der Inkremente aufgetragen. Falls die relativen Fehler die Schranke von 0.5%
uberschreiten, wird die Diskretisierung, wie in Abschnitt 6.6 beschrieben, neu angepalit.

Wie bereits erwahnt, ist es grundsatzlich moglich das Finite—Elemente—Netz sowohl beziiglich
der Vertikalverschiebungen, wie auch bezlglich der Spannungen am Punkt P zu verfeinern.
Zu Testzwecken wird im folgenden ausschlieBlich die Horizontalspannung am Punkt P
bezlglich der Netzadaption beriicksichtigt. Als Belastung fir das duale Problem werden verein-
fachend unabhéngig von der jeweiligen Diskretisierung die in Bild 6.16 dargestellten vier Ein-
zellasten gewéhlt. Um tatséchlich eine Abschétzung flr die lokale Spannung zu bestimmen,
sollte die Belastung des dualen Problems wahrend der adaptiven Berechnung an das aktuelle
Finite—Elemente—Netz angepal’t werden. Wie die numerischen Berechnungen zeigen, ist die
gewéhlte, von der Diskretisierung unabhangige Belastung ausreichend, um einen \er-
feinerungsindikator fur die betrachteten Spannungen zu bestimmen. Das Startnetz und einige
weitere adaptiv verfeinerte Netze sind in Bild 6.19 dargestellt. Im wesentlichen wird wieder
hauptsachlich in der Umgebung der plastischen Bereiche und zusétzlich in der N&he des be-
trachteten Punktes P verfeinert. Die Entwicklung des Indikators in Abhéngigkeit der Anzahl
der Inkremente ist in Bild 6.20 aufgetragen. Anfangs wird in jedem Inkrement in der Mitte
des Scheibenendes eine Verschiebung von 0.0015 vorgegeben. Ab dem sechsten Inkrement
werden die vorgegebenen Verschiebungen auf 0.0005 gekurzt, um den in Bild 6.20 dargestell-
ten Spannungsverlauf besser zu approximieren. Es ist bemerkenswert, daR die betrachteten
Horizontalspannungen ab einem Lastniveau von ca. 430 bei Weiterbelastung kleiner werden.
Die mogliche lokale Entlastung ist eine Eigenart der Flie3theorie und kann von der Deformati-
onstheorie nicht abgebildet werden.
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7 Ausblick

7.1  Verallgemeinerung des vorgestellten Konzepts

Das vorgestellte, an die Arbeiten von Johnson [69], [70], Eriksson [53], [54], Becker [24]
und Rannacher [105] angelehnte und im Rahmen dieser Arbeit weiterentwickelte Konzept
zur a—posteriori Fehlerabschéatzung kann mit kleinen Modifikationen auf andere Problemstel-
lungen Ubertragen werden. Auf Dualitatstechniken basierende Fehlerschétzer wurden bereits
von Johnson und Eriksson fir die Konvektions—Diffusionsgleichungen, fiir die Dynamik und
die Navier-Stokesgleichungen entwickelt. Die vorgestellten Abschéatzungen beruhen alle auf
einer globalen Stabilitatskonstanten und somit kénnen die berechneten Verfeinerungsindikato-
ren den EinfluRR der unterschiedlichen Elementfehler nicht wiedergeben. Erst mit der von Bek-
ker und Rannacher vorgestellten Wichtung der einzelnen Elementanteile mit dem dualen Pro-
blem wird die Qualitdt der Fehlerabschatzungen und Verfeinerungsindikatoren deutlich
verbessert. Mit Hilfe des aus der Strukturmechanik bekannten und bereits sehr weit entwickel-
ten EinfluRflachenkonzeptes ist die Aufstellung von geeigneten dualen Problemen relativ ein-
fach. In diesem Kapitel wird das vorgestellte Konzept exemplarisch auf die Anfangswertpro-
bleme und die Konvektions-Diffussionsgleichung angewendet. Dabei werden die dem Satz
von Betti-Maxwell entsprechenden Reziprozitatsbeziehungen vorgestellt. Fehlerschatzer fur
lokale und globale Grélken werden anschlieBend mit einer Standardargumentation entwickelt.
Aufbauend auf den residualen Fehlerschatzern werden weiterhin glattungsbasierte Verfeine-
rungsindikatoren vorgestellt. Die zukinftigen Forschungsarbeiten auf diesem Gebiet werden
mit einfachen numerischen Beispielen motiviert.

7.2 Adaptive Methoden fiir Anfangswertprobleme

Die Finite—Elemente—Methode ist auch fur die Diskretisierung von Anfangswertproblemen
geeignet. Wie im nachfolgenden gezeigt wird, stellt sie eine Verallgemeinerung des klassischen
auf der Finite-Differenzen—Methoden basierenden Vorgehens dar (siehe u.a. Zienkiewicz und
Taylor [145]). Aufgrund der groReren Verbreitung sind klassische Fehlerschétzer und adaptive
Methoden fiir Anfangswertprobleme hauptséchlich an dem Finite-Differenzen—Konzept orien-
tiert. Die gangigsten Methoden schatzen den Fehler durch Vergleich von Zeitintegrationsver-
fahren mit unterschiedlicher Genauigkeitsordnung ab. Damit kann die fiir Anfangswertpro-
bleme typische Akkumulation der Diskretisierungsfehler nicht beriicksichtigt werden. Der
Diskretisierungsfehler zu einem Zeitpunkt t" beeinflufit, wie auch die Belastung, die Ldsung
zu jedem spateren Zeitpunkt t > t". Das Abklingverhalten von Stérungen hangt stark vom
Démpfungsverhalten des Problems bzw. des Tragwerks ab. Die Akkumulation der Diskretisie-
rungsfehler kann mit den in Abschnitt 7.2.2 vorgestellten Dualitatstechniken berlcksichtigt
werden.
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Zur Vereinfachung der Notation werden im nachfolgenden die diskontinuierliche Finite-Ele-
mente—Diskretisierung, die Dualitatstechniken fur Anfangswertprobleme und die a—posteriori
Fehlerabschatzung anhand der folgenden Differentialgleichung zweiter Ordnung

mi + cqU + cu = p mit  u() = u® und u(0) = u° (7.1)

flr einen Einmassenschwinger vorgestellt. Die Herleitung orientiert sich im wesentlichen an
Eriksson et al. [52]. Zundchst wird das Anfangswertproblem zweiter Ordnung fir die weiteren
Betrachtungen in ein Gleichungssystem erster Ordnung umgewandelt

. Cqy C . .0
u Zd >t P U, = u u,(0) = u
ul + | mm Uil _|m mit ul U =0 und ulgo; — 0
- U = o\V) =
2 1 O U2 O (72)
und symbolisch folgendermalien bezeichnet.
U+Au=p mit  u(0) = u® (7.3)

Die obige Gleichung wird durch eine Multiplikation mit einer Testfunktion v und Integration
uber die Zeit t° in die zugehorige schwache Form tberfiihrt.

te te
[ (u + Au)v dt = J pv dt Vv ev (7.4)
0 0

Die zul&ssigen Funktionen v aus dem Raum V erfiillen die wesentlichen Anfangsbedin-
gungen mit v(0) = O.

vV E V() := [ve Hl:v = Oaqu‘D}
7.21 Diskretisierung von Anfangswertproblemen

Entsprechend zu den Randwertproblemen wird die schwache Form GI.(7.4) mit der Finite—Ele-
mente—Methode diskretisiert.
te te
I (u“ + Auh)vh dt + a(uh(O)—uo)vh(O) = f pvhdt Vvl evhicv (7.5
0 0
Die Anfangsbedingungen werden hierbei auch nur im schwachen Sinne erfillt, da die gewahl-

ten Testfunktionen nicht der Bedingung vh(O) # () genugen. Obwohl der Parameter o, physika-
lisch motiviert ist (Lagrange Parameter) wird er im weiteren zu oo = 1 gesetzt. Die Konsistenz
der schwachen Form GI.(7.5) mit der starken Form GI.(7.3) wird davon nicht beeinflu3t. Bei
sehr groRen t° ergibt die Diskretisierung nach Gleichung (7.5) mit kontinuierlichen Ansatz-
funktionen sehr groRe Gleichungssysteme, die numerisch aufwendig zu lésen sind. Werden
diskontinuierliche Ansatzfunktionen gewahlt, so beschranken sich die zu I6senden Gleichungen
auf einen Zeitschritt und die Methode wird deutlich effizienter. Die diskretisierte schwache

Form GI.(7.5) wird dann in jedem Zeitschritt t® < t < t"*!, mit den Ergebnissen des letzten
Schrittes als Anfangsbedingungen betrachtet (Bild 7.1).
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h,n

tn—l tn tn ‘+ 1

At At

Bild 7.1: Finite—Elemente-Diskretisierung mit diskontinuierlichen, konstanten Ansétzen

tn+1

[ (UM + AuPTIAD dit + uPnEnVRR(En)-uh () = J pvMdt (7.6)
trl

tn
Die Ansatzfunktionen werden in jedem Schritt konstant und die Testfunktionen zu vP* = 1
gewadhlt.

tn+1

tn+l tn+1

ulhn + j Au" dt = J pdt + uht (7.7)
tn t,
Fir allgemeine Problemstellungen sind die Integrale firr jeden Zeitschritt von t"*+! bis "
numerisch auszuwerten. Dazu wird zum Beispiel die folgende einfache Integrationsregel
verwendet.
tn+1
Atul" dt = A(MuMNAt mit At = t"+H14" (7.8)
tn
Die Integrationsregel in die Gleichung (7.7) eingesetzt, ergibt eine Gleichung zur Bestimmung
der Verschiebungen u™" im Zeitintervall t* < t < t"*1,
ul +FAEAMUMAL = p(t)At + uhl (7.9)
Es ist bemerkenswert, dal? das implizite Eulerverfahren auch auf die gleiche Bestimmungsglei-
chung fiir u™ fiihrt. Durch Abandern der Integrationsregel in Gleichung (7.8) folgt aus der
Finite—Elemente-Diskretisierung das explizite Euler Vorwérts— oder das Crank—Nicolson \er-

fahren. Die in dem nachsten Abschnitt vorgestellten a—posteriori Fehlerschatzer flr die Finite—
Elemente—Methode sind folglich auch auf die klassischen Integrationsalgorithmen anwendbar.

7.2.2  Dualitatstechniken fur Anfangswertprobleme

Zur Abschéatzung der Fehler ist zundchst das zum Satz von Betti Maxwell dquivalente Theorem
fir die Anfangswertprobleme herzuleiten. In Bild 7.2 ist der Zusammenhang zwischen der
Belastung und der Ldsung des urspringlichen und des dualen Problems dargestellt. Im Gegen-
satz zu der Elastizitatstheorie sind das urspringliche und das duale Anfangswertproblem nicht
mehr identisch und damit ist die zugrundeliegende Differentialgleichung nicht selbstadjungiert.
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urspringliches Problem duales Problem

Belastung Belastung
p(t), u(0) = u° d(), z(t) = 2"
te
U+ Au=p 0 = -2+ ATz =4d
te
i/ j u®d(t) dt + u(t®)z(t%) \i
0
Ldsung duale Losung
u(t) z(t)

Bild 7.2: Dualitatsargument fur Anfangswertprobleme

Weiterhin werden bei dem dualen Problem die ”Anfangsbedingungen” zum Zeitpunkt t€ vorge-
geben. Gesucht ist die Losung z im Intervall 0 < t < t°,

2+ ATz=d mit  z(t®) = z" (7.10)

Die Gleichheit der von dem urspriinglichen und dualen Problem (Gleichungen (7.3) und (7.10))
im Zeitraum 0 bis t® geleisteten Arbeiten pz und ud wird mit Hilfe der partiellen Integration
gezeigt.

te te
( p(Hz(t) dt + u(0)z(0) = J @) + A@u))z(t) dt + u(0)z(0)
0

0

—

te te
= ( (~z(t) + AT(®z®)u® dt + u(t)z(t®) = J u(t)d(t) dt + u(t®)z(t®) (7.11)
0

Jo

Wird das duale Problem folgendermalien gewahit,
-G+A'G=0 mit Gyt =1 und G,(t®) =0 (7.12)

so ist die mechanische Interpretation der Gleichung (7.11) relativ einfach. Die Lésung wurde
in Anlehnung an die Greensche Funktion bei Randwertproblemen mit G bezeichnet. Das duale
Problem (7.12) beschreibt die EinfluRlinie fur die Geschwindigkeit u; zum Zeitpunkt t°.

tE
I PG(t) dt + u(0)G(0) =u,(t®) (7.13)
0

Fur beliebige Lasten p(t) und Anfangsbedingungen u(0) liefert die Gleichung (7.13) die Ge-
schwindigkeit u(t°).
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7.2.3  A-Posteriori Fehlerabschatzung mit Dualitatstechniken

Ausgehend von den Dualitatsbeziehungen nach Gleichung (7.11) werden a—posteriori Fehler-
schatzer fiir die Diskretisierungsfehler e = u — u" entwickelt. Beispielsweise ist zur Abschat-
zung der Geschwindigkeitsfehler e,(t®) das duale Problem GI.(7.12) zu betrachten. Damit gilt
zwischen den Fehlern e;(t®) und der Belastung bzw. der Anfangsbedingung des dualen Pro-
blems der folgende Zusammenhang.

te
e,(t8) = f e(— G + ATG) dt + e(t9)G(t°) (7.14)
0

Aus der partiellen Integration der rechten Gleichungsseite folgt eine Bestimmungsgleichung
fir die Fehler in Abhangigkeit der Residuen.

tn+1

n

e,(t8) = r’}'_l{e(t”“)e(t” + 1)-e(tMG(") + J (& + Ae)G dt}
t

+ e(t%)G(t%) (7.15)
Fur die diskontinuierliche Finite—Element-Diskretisierung mit konstanten Ansatzfunktionen
entsprechend (7.7) 4Rt sich die Gleichung (7.15) wie folgt weiter umformen. Die ersten beiden
Summanden stellen die Randterme dar, die nach Zusammenfassen der angrenzenden Element—
anteile die Arbeiten infolge der Sprungresiduen ergeben.

N_{eHGE" + D-eG(tN} = >N {[u"G]

n=1
Der letzte integrale Term in Gleichung (7.15) liefert unter Berticksichtigung des Anfangswert-
problems (7.3) die Arbeiten infolge der Elementinnenresiduen.

tn+1 tn+1 =0 tn+1

I (e + Ae)G dt = j (u—/f + Au-AuMNG dt = I (P-AuMG dt
tn tn

tn
Fur die Gleichung (7.15) ergibt sich damit zusammenfassend die folgende Darstellung.

tn+1

e(t%) = rﬁ'_l{[uh]c; + I (P-AuMG dt} (7.16)
tn

Wird die Naherungslésung G" zum dualen Problem mit der gleichen oder einer gréberen Dis-

kretisierung als das urspriingliche Problem berechnet, so 148t sich die Lésung G" infolge der
Galerkin—Orthogonalitét in die Gleichung (7.16) einfuhren.
tn+l

e,(t°) = r5'_1{[uh](c3-<3h) + ’

tn

(p-Au")(G-GM" dt} (7.17)

Bereits diese Gleichung liefert einen sehr einfachen glattungsbasierten Fehlerschétzer. Die
exakte Losung des dualen Problems G wird dabei durch die geglétteten GréRen G * ersetzt.
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tn+1

n

e(t%) = rQ'_l{[uh](e*—eh) + J (p—-Au")(G *-GM dt} (7.18)
t

Die geglétteten GroRen G * werden aus der diskontinuierlichen Finite—Elemente-Losung G"
durch einfache Mittelwertbildung an den Knoten bestimmt. Aus Gleichung (7.18) kann wie
bei dem Randwertproblem nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ein auf Inter-
polationsabschatzungen beruhender Fehlerschatzer entwickelt werden (siehe auch Abschnitt
4.5). Entsprechende auf globale Stabilitatsabschatzungen basierende residuale Fehlerschatzer
wurden von Eriksson et al. [54] und Estep [55] vorgestellt.

Zur numerischen Verifikation der Herleitungen wird ein Einmassenschwinger mit den folgen-
den Daten

m =10 cqg = 0.25 c; = 1.0 p=0

u@) =1 u@) =0
mit dem impliziten Eulerverfahren berechnet. Der exakte \Verschiebungs— und Geschwindig-
keitsverlauf fur 0 < t < 30 ist in Bild 7.3 aufgetragen. Weiterhin ist die Lésung des in der
Zeit riickwértsgerichteten dualen Problems mit den Anfangsdaten G;(t°) = 1 und G,(t%) = 0
zum Zeitpunkt t® = 20 dargestellt. Die duale L6sung eignet sich damit zur Abschatzung der
Fehler in den Geschwindigkeiten zum Zeitpunkt t = 20. In dem vorliegenden Fall wird das
duale Problem nur ein einziges Mal mit der gleichen Diskretisierung wie das urspriingliche
Problem bestimmt und die Ergebnisse werden fiir weitere Fehlerbetrachtungen vorgehalten.
AnschlieBend wird zur Fehlerermittlung mit Gleichung (7.18) flr beliebige Zeitpunkte ledig-
lich die Zeitachse des dualen Problems verschoben. Die aus der Gleichung (7.18) ermittelten
und die tatsachlichen Fehler sind in Bild 7.4 fur zwei verschiedene Schrittweiten At = 0.3333
und At = 0.1667 aufgetragen. Es ist bemerkenswert, dal3 die maximalen Fehler (von ca. 30%)
schon fur die sehr grobe Diskretisierung mit At = 0.3333 sehr gut abgeschatzt werden. Weiter-
hin gibt der Fehlerschatzer den zeitlichen Verlauf des Fehlers im gesamten Zeitintervall richtig
wieder. Fur die etwas feinere Diskretisierung mit At = 0.1667 stimmen die geschétzten und

1,0 1,0
i — | —— G /
051\ —— 05 ——= 6 . |
T\ /(\ / i s !\ /
\ >/\ e —— XN/ }<\ \ |
0;0 \ Ill \ / \\X/K}W 0,0 \X/ \\ /'I \ Il
4 \/ B
-0,5-\\ ’ -0,5 VY
i \/ # | « v
—1 T T T T T _1 T T T
0 10 20 30 0 10 20
Zeitt Zeit t

Bild 7.3: Ldsung des ursprunglichen und dualen Anfangswertproblems
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tatsachlichen Fehler wesentlich besser tberein. Daraus kann man auf die asymptotische Exakt-
heit der Abschdtzung nach Gleichung (7.18) schliel3en.

_ 03 . 0,3

= | At = 0.3333 = | At = 0.1667

5 —— exakt b7 —— exakt

T 0.2 f ——— geschatzt g 0.2 ——— geschatzt

(o) (=]

g AR g | Nf

SO0 f 2019 ) r

= i A < I

8} | / \ [} | \ ™

$ I /f\ 8 / 4

o O ' T v \‘/’\ I’- T O 0 T /! AI =

0 10 20 30 0 10 20 30

Zeitt Zeitt

Bild 7.4: Evolution der exakten und geschatzten Geschwindigkeitsfehler

7.3  Adaptive Methoden fur nicht-selbstadjungierte Randwertprobleme

In diesem Abschnitt wird die Erweiterung der vorgestellten Methoden auf Randwertprobleme
mit nicht-selbstadjungierten Differentialoperatoren, wie zum Beispiel die Konvektions-Diffu-
sionsgleichung, motiviert. Zur Darstellung der wesentlichen Aspekte beschranken sich die Her-
leitungen im nachfolgenden auf den eindimensionalen Fall. Die Konzentrationsverteilung u
eines Stoffes in einem mit der Geschwindigkeit c, flieRenden Gewasser ist fiir den stationaren
Fall mit folgendem Randwertproblem gegeben.
d2u__ du . _
au_. ad = u=20 7.19
Edez Cegy TP 0 mit auf T (7.19)
Der erste Term beschreibt mit dem Parameter E, die Konzentrationsverteilung infolge Diffu-
sion. Die schwache Form der Gleichung (7.19) wird nach der Multiplikation mit einer Testfunk-
tion v aufgestellt und eine anschlieBende partielle Integration ergibt:
du dv du _
Eo(d_x’&) + ck(d—x,v) = (p,V) Vv ev (7.20)
Die zulassigen Testfunktionen v aus dem Sobolev Raum H? erfiillen die wesentlichen
Randbedingungen mit v = 0 auf T

VEV(Q):={VEH1:V=Oaqu“}

Das Ersetzen der kontinuierlichen Funktionen u und v in Gleichung (7.20) durch diskrete Funk-
tionen fiihrt nicht immer zu einer stabilen Finite—Elemente—Approximation. Falls die, von
der ElementgréRe h abhangige, Netz—Pécletzahl

_eklh
Pe = E_O
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urspringliches Problem duales Problem

Belastung Belastung
p d
d2u . du _ d2z dz _
Eoﬁ_kdx+p_o (p,2) = (u,d) EOd +ckdx+d—0
urspringliche Losung duale Losung
u z

Bild 7.5: Dualitatsargument fiir die Konvektions—Diffusionsgleichung

zu hoch ist, besitzt die exakte Losung bereichsweise sehr groBe Gradienten (Grenzschichten)
und die diskrete Loésung zeigt physikalisch nicht motivierte Oszillationen. Deshalb wird im
nachfolgenden flr die Finite—Elemente—Diskretisierung mit linearen Ansatzfunktionen das fol-
gende modifizierte (bzw. stabilisierte) Randwertproblem betrachtet [52].

duh dvh du _ h h h
Eo(dx’dx)+ck(dx +6Std )—(p,v) vvi ev'cv (7.21)

Dabei ist dg ein von der ElementgréRe h abhéngiger Parameter.
h lclh
Ost = z—Mmin 7.22
T 2ley ( Eo ) (7.22)
Geht die Elementgrolie h gegen Null, so ist die Gleichung (7.21) identisch mit dem kontinuier-
lichen Randwertproblem und die Methode ist konsistent. Der EinfluR von g auf die diskrete
Losung wird mit zunehmender Netzverfeinerung kleiner, so daf? fiir a—posteriori Fehlerabschét-
zungen die nicht-modifizierte schwache Form betrachtet wird.

duh dvh du _ h h h
E(dx dx)+ck(d—v)—(p,v) Vvl ev (7.23)

Die fiir die Fehlerabschatzung fundamentale Galerkin—Orthogonalitét, ergibt sich damit aus
der Differenz der Gleichungen (7.20) und (7.23).

du_duh dvh du _duh h A
EO(dx dx dx) te (dx dx ) (p v ) Vviev (7.24)

7.3.1 Dualitatstechniken fur nicht-selbstadjungierte Randwertprobleme

Das zum Satz von Betti-Maxwell aquivalente Dualitatsbeziehung flr nicht—selbstadjungierte
Randwertprobleme ist in Bild 7.5 dargestellt. Das fur die nachfolgende a—posteriori Fehlerab-
schatzung sehr wichtige Resultat
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(p.2) = (u,d) (7.25)
laRt sich mittels partieller Integration zeigen.

d4u du du dz dz
(p.2) = (Eod 2 Ckgx Z) (dx EOdx) (u CI‘dx)

_ g dz_ . dz) _
= (u 02 kdx) = (u,d) (7.26)
Die Gleichung (7.25) wird erfullt, falls z aus dem folgenden Randwertproblem bestimmt wird.
d?z dz _ . _
EOW + Ck gx +d=0 mit z=0 aufl (7.27)

Die Strémungsrichtung c des dualen Problems ist damit entgegengesetzt zu der des urspriingli-
chen Problems GlI. (7.19). Interpretiert man das duale Problem im Sinne des Einfluflachen-
konzepts, so ergeben sich daraus wichtige neue Aspekte fur die a—posteriori Fehlerabschétzung,
die im nachfolgenden Abschnitt diskutiert werden.

7.3.2  A-Posteriori Fehlerabschatzung mit Dualitatstechniken

Als erster Schritt ist ein Randwertproblem zur Berechnung der Diskretisierungsfehler in Ab-
hangigkeit der Residuen zu bestimmen. Das Randwertproblem ergibt sich entsprechend zu
den selbstadjungierten Randwertproblemen durch elementweise partielles Integrieren des fol-
genden Terms

[
de d d 2 d
ol G i) + o) - Z&EH[J (EO T p)v o

Qg
_ J EO%U do (7.28)
reér

Im weiteren werden die Elementinnenresiduen und die Sprungterme auf der rechten Glei-
chungsseite wie gewohnlich mit R und J abgekdirzt.

Eo(gi SX) + ck(gi,v) = SEER Vg, + OV (7.29)

Zur Fehlerabschétzung bezlglich einer beliebigen lokalen oder im integralen Sinne definierten
Variablen ist zundchst das zugehorige duale Problem aufzustellen. Beispielsweise wird zur
Abschatzung der Fehler in den lokalen Verschiebungen u(x) — u"(x) das folgende duale Pro-
blem eingefihrt.

Eo‘é 40 4o L8 +0(x) = 0 mt G=0 aufT (7.30)
Die Belastung besteht entsprechend des EinfluBlinienkonzepts aus einer Einzellast. Die lokalen
Verschiebungsfehler lassen sich anschlieBend mit Hilfe des Reziprozitatstheorems (GI.(7.25))
aus dem Randwertproblem (7.29) und dem dualen Problem (7.30) bestimmen.
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1.0-
S 0.8-
(@)]
X S 0.6
<(woﬂ‘ﬂ S 0.4
0.2- —
: : : 0 T T T T
u(0) = 0 u(1) = 0 02 04 06 08 1.0

Koordinate x
Bild 7.6: Eindimensionales Konvektions-Diffusionsproblem

(e, 8(X)) = Z&{(R, G)g, + G)FK} (7.31)

Ausgehend von Gleichung (7.31) ergibt sich mit der bereits mehrfach angewendeten Standardargu-
mentation ein expliziter Fehlerschatzer (siehe Abschnitt 4.5).

el = > EL{CNE R og, 1820, + Coyh& 19 lor, 16", (7.32)

Dabei werden die zweiten Ableitungen der Finite—Elemente—L6sung mit geeigneten Diffe-
renzenformeln approximiert (siehe Anhang A.4). Zur numerischen Verifikation wurde der
Verfeinerungsindikator nach Gleichung (7.32) auf ein eindimensionales Randwertproblem mit
den folgenden Daten angewendet (Bild 7.6).

E, = 0.02 ¢, = 1.0 p(0.5) = 1.0

u@ =20 ul =20
In Bild 7.6 ist die zugehérige Finite—Elemente—L&sung u" fiir ein sehr feinen Netz und einige
grobere Netze dargestellt. Infolge der kleinen Diffusionskoeffizienten E, entstehen sowohl
am Lastangriffspunkt (x = 0.5) als auch am Rand (x = 1.0) die fur Konvektions-Diffusions-

gleichungen typischen Grenzschichten mit sehr grof3en Gradienten. Zur Abschéatzung des loka-
len Fehlers e(0.8) wurde die in Bild 7.7 dargestellte EinfluRlinie mit dem dualen Problem

1.2 0.12
NEL=100

S 1.0
o &,0.091
% 0.8 c_%
S 0.6- £ 0.06-
204 < 5
§ W 0.03-

0.2 JJ

O T T T T 0 T T T T
0 02 04 06 08 10 02 04 06 08 10
Koordinate x Koordinate x

Bild 7.7: LOsung des dualen Problems und das adaptiv verfeinerte Netz furuh(0.8)
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nach Gleichung (7.30) bestimmt. Die Einflullinie zeigt deutlich, dalR die lokalen Fehler e(0.8)
hauptsachlich von den stromaufwarts liegenden Gebieten beeinflul3t werden. Aus der Finite—
Element—Approximation der EinfluRlinie und der Residuen des urspriinglichen Problems I3t
sich mit G1.(7.32) ein Verfeinerungsindikator fur die lokalen Fehler bestimmen. Mit einer dar-
auf aufbauenden h—adaptiven Methode wurde die in Bild 7.7 dargestellte Finite—Elemente—Dis-
kretisierung ermittelt. Das Netz weist hauptséchlich Verfeinerungen in der Umgebung der
Grenzschichten der dualen und der urspringlichen Ldsung auf.

Eine zum Teil grundsatzlich andere Finite—Elemente—Diskretisierung ergibt sich, falls die Net-
zadaption beziiglich der lokalen Lésung u"(0.2) erfolgt (Bild 7.8). ErwartungsgemaR wird
die Losung u(0.2) kaum von der Grenzschicht am Rand des urspriinglichen Problems beein-
flut. Der Verfeinerungsindikator fiihrt dementsprechend nur zu einer geringen Netzverfeine-
rung an dieser Stelle. Bereits anhand des eindimensionalen Problems wird deutlich, dal Duali-
tatstechniken  fur die  a—posteriori  Fehlerabschdtzung und  Netzadaption  bei
nicht—selbstadjungierten Randwertproblemen unbedingt erforderlich sind.

1.2 0.12
NEL=101
5 1.0- °
% 0.8 < % 0.09
S 0.6 S 0.06-
% 0.4 uiEj
3 02 0.03
O T T T 1 0 T T T T
0 02 04 06 08 10 02 04 06 08 10
Koordinate x Koordinate x

Bild 7.8: LAsung des dualen Problems und das adaptiv verfeinerte Netz furu(0.2)
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8  Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befa3t sich mit adaptiven Methoden fiir lineare und nichtlineare Berech-
nungen von Flachentragwerken. Neben den klassischen an der Energienorm orientierten Me-
thoden wurden weitere zum Teil neuartige a—posteriori Fehlerschétzer und Netzverfeinerungs-
algorithmen fur lokale sowie im integralen Sinne definierte Variablen vorgestellt.

Einfuhrend wurden die Rand- bzw. Anfangswertprobleme fur Flachentragwerke in starker
und schwacher Form hergeleitet. Die anschlieBende umfangreiche Aufbereitung und mechani-
sche Interpretation der in der Literatur diskutierten klassischen a—posteriori Energienormfehler-
schéatzer bildet die Grundlage des im weiteren entwickelten Gesamtkonzepts. Weiterhin wurden
die aus der Literatur hauptsachlich fur ebene Flachentragwerke bekannten expliziten residualen
Fehlerschatzer und glattungsbasierten Verfeinerungsindikatoren auf Schalentragwerke tbertra-
gen und vergleichend gegeniibergestellt.

Um die Fehler in beliebigen lokalen sowie integralen GroRen abzuschétzen, wurden Dualitétstech-
niken eingefuhrt. Die Anwendung und Weiterentwicklung der vorgestellten Methoden wird durch
die Einbettung in das klassische, aus der Strukturmechanik bekannte Einflul3flachenkonzept erheb-
lich vereinfacht. Anhand numerischer Beispiele, aber auch anschaulich, 14kt sich die Uberlegenheit
der auf Dualitatsargumenten basierenden Fehlerschatzer gegentiber den weit verbreiteten Energie-
normfehlerschétzern zeigen. Die vorgestellten Fehlerschéatzer und Verfeinerungsindikatoren sind
sehr vielversprechend, da sie leicht in bestehende adaptive Finite—Elemente—Programme imple-
mentiert werden konnen. Die vorgestellte Methodik erweist sich als besonders effizient, weil
die Losung des dualen Problems mit der gleichen Diskretisierung wie das urspringlichen Pro-
blem erfolgen kann.

Zur adaptiven Berechnung von Flachentragwerken unter Beriicksichtigung von geometrischen
Nichtlinearitdten wurden Verfeinerungsindikatoren und ein darauf aufbauender adaptiver Algo-
rithmus vorgestellt. Wird zur Bestimmung der Verfeinerungsindikatoren das linearisierte Pro-
blem betrachtet, so sind die fir lineare Probleme vorgestellten Methoden auf nichtlineare Pro-
blemstellungen erweiterbar. Lediglich an Durchschlags— und Verzweigungspunkten ergeben
sich infolge der Nicht-Beschranktheit des Tangentialoperators Schwierigkeiten, die jedoch
mit geeigneten Nebenbedingungen vermieden werden kénnen. Fir Verzweigungspunkte wur-
den die Verfeinerungsindikatoren ausgehend von der zugehdrigen Beulform mit residualen
oder glattungsbasierten Indikatoren ermittelt. Infolge der Komplexitét von nichtlinearen Be-
rechnungen spielen auch die algorithmischen Aspekte bei der Netzadaption eine wesentliche
Rolle. Beispielsweise wurden Methoden vorgestellt, um nach jeder Neuvernetzung den augen-
blicklichen Zustand auf das neue Netz abzubilden. Damit wird es mdéglich, die Pfadverfolgung
nach jeder Neuvernetzung auf dem gleichen Lastniveau bzw. Verschiebungszustand fortzufiih-
ren. Mehrere reprasentative geometrisch nichtlinear berechnete Testbeispiele dokumentieren
die Uberlegenheit des adaptiven Vorgehens.
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Unabhangig von der genauen Ursache der Nichtlinearitat konnen die Verfeinerungsindikatoren
immer anhand des linearisierten Problems bestimmt werden. Deshalb ist die Netzadaption bei
elastoplastischem Werkstoffverhalten bzw. bei allgemeiner materieller Nichtlinearitat im we-
sentlichen mit der geometrischen Nichtlinearitat vergleichbar. Lediglich Losungen, die stark
von der Verfestigungseigenschaft des elastoplastischen Materials beeinfluRt werden, bereiten
zusatzliche Schwierigkeiten. Anhand von theoretischen Untersuchungen wird gezeigt, dal
klassische, auf der L6sung von lokalen Teilproblemen basierende Fehlerschétzer infolge des
teilweisen oder ganzlichen Verlustes der Elliptizitat auf allgemeine elastoplastische Problem-
stellungen nicht anwendbar sind. Zur Vermeidung der benannten Schwierigkeiten wird das
globale Tragverhalten durch die Einfiihrung von Dualitatstechniken mitberucksichtigt. Weiter-
hin kann damit das Finite—Elemente—Netz bezuglich praktisch relevanter, lokaler sowie im
integralen Sinne definierter GroRen, verfeinert werden. Die Netzadaption bei Elastoplastizitat
erfordert infolge der Pfadabhangigkeit von elastoplastischen Problemen besondere Transferme-
thoden. Die Anwendbarkeit und Effizienz der vorgestellten Methoden wird anhand von numeri-
schen Beispielen demonstriert. Dartiberhinaus zeigte auch das vergleichende Benchmarkbei-
spiel, Scheibe mit Loch, an dem mehrere Forschergruppen teilnahmen, die Vorteile der
entwickelten Methoden [138].

Die groRe Vielseitigkeit des vorgestellten Konzeptes zur Fehlerabschatzung wurde im letzten
Kapitel mit der Anwendung auf Anfangswertprobleme sowie nicht—selbstadjungierte Rand-
wertprobleme gezeigt. Insbesondere die dem Einflu3flachenkonzept entsprechenden Dualitéts-
techniken ergeben wichtige, zum Teil neue wesentliche Einblicke in die Gesamtproblematik.
Erste numerische Ergebnisse motivieren die weitere Forschung auf diesem Gebiet.
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A Anhang

A.1 Hilbertraume

Im folgenden werden die benétigten Grundkonzepte der Funktionalanalysis und einige héaufig
verwendete Funktionenrdume vorgestellt. Die zur mathematischen Untersuchung der Finite—
Elemente—Methode erforderlichen Grundlagen der Funktionalanalysis werden auszugsweise
u.a. in den Bichern von Brenner und Scott [26], Braess [25], Johnson [71] und Strang und
Fix [126] vorgestelit.

Das Vorhandensein eines Skalarproduktes ist eine wesentliche Eigenschaft der im Rahmen
der Arbeit verwendeten Funktionenrdume. Ein Skalarprodukt ist eine bilineare und symmetri-
sche Abbildung (-, -):V X V — R und erfullt fir alle u, v, w € Vund a, § € R die
folgenden Eigenschaften.

(u,u) =0 (A.1)
(uuu) = 0= u=0 (A.2)
(u,v) = (v,u) (A3)
(au + Bv,w) = a(u,w) + B(v,w) (A.49)

Mit der Definition eines inneren— oder Skalarproduktes auf V wird eine kanonische (oder
induzierte) Norm definiert.

Jull=J(u,u) (A5)
Jeder vollstandige Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt definiert ist, wird als ein Hilbert-
raum bezeichnet. Die Vollstandigkeit ist Uber die Konvergenz der Cauchy—Folgen beziglich
dieser Norm definiert. Eine Norm ist eine Abbildung | - ||: V — R und muR fiir alle u € V
und a € R die folgenden Eigenschaften besitzen.

lufl=0 (A.6)
[u[=0eu=0 (A7)
lou (< lof [Ju] (A.8)

(A.9)

fu+vi=lul +lv]

Die letzte Gleichung ist die Dreiecksungleichung. Durch den Verzicht auf die Forderung (A.7)
ist eine Halb— oder Seminorm | - | : V — R definiert.

u=0+u=0 (A.10)

Zwei Normen | u||; und || u ||, auf einem Funktionenraum V sind &quivalent, falls eine Ab-
schatzung folgender Art gilt.

Cillul;=llul,=Cyllull;, VYueVv mit C, und C, € R (A.11)
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Bei Existenzbeweisen und numerischen Konvergenzuntersuchungen spielen Sobolev Raume
und die zugehdrigen Normen eine wichtige Rolle. Die Sobolev Rdume folgen aus der Verallge-
meinerung der Definition fur die Lebesgue—Raume. Der spezielle Lebesgue—Raum L, ist bei-
spielsweise folgendermalen definiert.

Ly(RQ) = {UI J u? dx < oo} (A.12)
Q

Fur die zugehorige Norm || - ||, gilt entsprechend:

lulo= [ [ u? dx] (A13)
Q

Damit bilden die Aquivalenzklassen fast Uberall (ibereinstimmender Funktionen, deren
L,—Norm beschrénkt ist, die Elemente des Lebesgue Raumes L. Fur die Differentialgleichun-
gen der Elastizitatstheorie ist insbesondere der Sobolevraum H* und die zugehdrigen Norm
| ul; von Bedeutung. Die Sobolev Norm | u |, wird aus den L,—Normen der Funktion u
und deren erster Ableitung ‘3—)‘2 zusammengesetzt.

1
: 2\ )?
oo (1t 1208 = ([ (v (3)of o

Ist die Norm || - ||, fur eine Funktion u beschréankt, so ist die der Funktion u zugeordnete
Aquivalenzklasse ein Element des Sobolevraumes HZ.

HY(Q) = {u e H': ul;< oo (A.15)

Zur Einbeziehung von Randbedingungen wird hdufig der Unterraum Hcl) C H?! definiert.

HY(Q) = fu € HY(Q) : u = 0 auf T} (A.16)

Die in (A.14) und (A.15) gegebenen Definitionen kénnen ohne Einschrdnkungen auf die Sobo-
levnormen

Jau
fulh= (lulg +19213 + .. +

1
J"u ”2)2 (Al?)
X 0

axn

und auf die Sobolevraume H" verallgemeinert werden.

HYQ) = {u €H": |u|a< o0 (A.18)
Zwischen den Sobolevraumen gilt die folgende Beziehung:
. CHICHICHY =1L, (A.19)

A.2 Cauchy—Schwar zsche Ungleichung

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt fir alle Hilbert Rdume bzw. fur Funktionenrdume,
auf denen ein inneres Produkt definiert ist. Nachfolgend seien u und v zwei beliebige Funktio-
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nen zum Beispiel zwei Verschiebungsverlaufe eines statischen Systems. Falls die aus den Funk-
tionen u und v bestimmten inneren Arbeiten beschrankt sind,

B(u,u) = [ €(u):C:e(u)dx = oo B(v,v) = J €(V):C:e(v)dx = oo (A.20)
o) o)

wird bezuglich des durch die Bilinearform B(-, -) definierten Skalarprodukts ein Hilbertraum
definiert. Dann gilt zwischen den inneren Arbeiten B(u, u), B(v, V) und B(u, v) die folgende
Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

B(u,v) < /B(u,u) /B(v,V) (A.21)

Um diese Ungleichung zu beweisen, wird die innere Energie an einem aus den \Verschiebungen
u und v zusammengesetzten Zustand betrachtet.

B(u + Av,u + Av) = B(u,u) + 2AB(u, V) + A2B(v,v) = 0 (A.22)

Dabei ist A eine skalare Variable. Da B(-, -) eine Energie beschreibt, ist die Ungleichung
immer erfullt, deshalb darf die quadratische Gleichung maximal eine Nullstelle haben, bzw.
die Diskriminante mu gleich oder kleiner als Null sein.

B(u, v)>-B(u, u)B(v,v) < 0 (A.23)

Daraus folgt unmittelbar die Cauchy-Schwarz Ungleichung (A.21). Die hier beziliglich der
inneren Energie gezeigte Ungleichung kann auf beliebige Hilbert—-R&ume verallgemeinert wer-
den.

A.3 Interpolationsabschatzungen

Interpolationsabschatzungen sind zur Herleitung von a—priori und impliziten a—posteriori Feh-
lerschétzern erforderlich und werden u.a. in den Lehrbuichern von Ciarlet [36], Braess [25],
Eriksson et al. [52] und Brenner et al. [26] ausflhrlich diskutiert. Zur Darstellung der
wesentlichen Ergebnisse wird im nachfolgenden der eindimensionale Fall ndher untersucht.
Entsprechend der Definition besitzen die Funktion u und ihre Interpolierende Iu an den k+1
Stitzstellen die gleichen Werte. Folglich ist die Interpolierende lu ein Polynom des Grades
k, das zum Beispiel auf einem Finiten Element aus den bekannten Ansatzfunktionen entwickelt
werden kann.

Iu= > T NgE mug (A.24)

Dabei sind uy sind die Funktionswerte an den NT Finite—Elemente—Knoten. In Bild 8.1 ist
die lineare Interpolierende fiir eine Funktion mit einer Variablen dargestellt. Die Fehler u-lu
der Interpolation sind rein geometrischer Natur und unabhangig von der mechanischen Pro-
blemstellung. Die Interpolationsfehler lassen sich ausgehend von einer Taylorreihenentwick-
lung abschdtzen (siehe Brenner et.al. [26]).
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Bild 8.1: Lineare Interpolation in einer Dimension

X
_ Uy 19 o 1 _gnauntl
u(x) = u(x) + ax(x X) + ... + N x=x)" + n![ [(x t) ax”“]dt (A.25)
X

Daraus kdnnen beispielsweise die bei lokalen a—posteriori Fehlerabschdtzungen sehr haufig
verwendeten Abschatzungen fir die Interpolationsfehler auf einem Finiten Element mit der
charakteristischen L&nge h hergeleitet werden.

| u=lu o= Ch?ul, (A.26)

Die Konstante C ist eine von der Lange h und der exakten Losung u unabhéngige GroRe.
Bei mehrdimensionalen Problemen ist C von den geometrischen Verzerrungen der Elemente
abhangig. Die Abschadtzung (A.26) laRkt sich sehr leicht fiir das eindimensionale Beispiel in
Bild 8.1 verifizieren. Fur kleine Elemente kdnnen die Terme héherer Ordnung in der Taylor-
reihenentwicklung (A.25) vernachléssigt werden bzw. die Funktion u ist in erster Naherung
quadratisch.

u=ax?+bx+c (A.27)

Nach Integration der Interpolationsfehler
u—lu=ax?— hZZ) (A.28)

lai3t sich die folgende Gleichung mit einer &hnlichen Struktur wie die Abschatzung (A.26)
herleiten.

| u-lu [, = 0.0912h2‘37u§H0 (A.29)
Obwohl die richtige Konstante C kleiner als 0.0912 ist, wird bei den numerischen Berechnun-
gen von diesem Wert ausgegangen. Nach entsprechender Modifikation der Reihenentwicklung
(A.25) konnen auch Fehlerabschéatzungen fir den mehrdimensionalen Fall, andere Normen

und Interpolationsordnungen entwickelt werden [36].
| u-lu|ls< ChPT1Su|, ., (A.30)

Dabei ist p die Polynomordnung der Interpolierenden lu und die Variable s erfullt die Bedin-
gung 0 =s=sp+ L
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A.4  Naherungsweise Bestimmung der Interpolationsfehler

Mit Hilfe von Interpolationsabschatzungen kdnnen die Fehler nur in Abhéngigkeit der exakten
hoheren Ableitungen nach oben hin abgeschétzt werden. Zum Beispiel gilt fur die L,—Norm
der Fehler in Abhangigkeit der zweiten Ableitungen nach Gleichung (A.26) die folgende Ab-
schatzung.

dx2

Die zweite Ableitung ist ebenso wie die Losung unbekannt und die Abschétzung kann fiir
praktische Fehlerberechnungen nicht ausgewertet werden. Die exakte Ableitung kann jedoch
naherungsweise aus der Finite—Elemente—L6sung bestimmt werden. Da die ersten Ableitungen
bei CO stetigen Finite—Elemente—Ansatzfunktionen jedoch diskontinuierlich sind, ist zur Be-
stimmung der zweiten Ableitungen eine geeignete Finite—Differenzen—Approximation zu ver-
wenden. Fir den eindimensionalen Fall wahlt man statt der Ableitung beispielsweise (siehe
auch Bild 8.2).

| u-tu ||y < ChZ\@HO (A31)

du _ ;(d_uh _ duh )

dx2 h\dxlz dxlp (A.32)
Fur den mehrdimensionalen Fall wurden entsprechende Approximationen u.a. von Demkowicz
et al. [48], Diaz et al. [49] und Eriksson et al. [53] vorgestellt. Von Eriksson et al. [52] wird
entsprechend dem eindimensionalen Fall beispielsweise der folgende Ausdruck fur zweidimen-
sionale Probleme verwendet

oty 1 fjoun _aun

Dabei sind K und K* die an der Kante I' angreifenden Elemente.

du
/dx

/"”’
” |
] duh duh
dx |1 dx Iz
h h

Bild 8.2: Berechnung der zweiten Ableitungen einer FE Losung

A5 Naherungsweise Bestimmung der Interpolationskonstanten

Bei a—posteriori Fehlerabschatzungen wird haufig die L,—Norm der Residuen mit der Energie-
norm abgeschatzt.
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lu-lulg= Chlufe (A.34)
Die Bestimmungsgleichung fiir eine optimale Konstante C kann folgendermalRen umgeschrie-

ben werden.

(u-lu, u-lu)
B(u,u)
Unter Berticksichtigung von B(u-lu, u-lu) = B(u, u) wird zunéchst in den Nenner die Inter-

polierende eingefuhrt

C?h? = sup (A.35)

2.9 (u-lu, u-lu)
Ch* = B(u-lu, u-lu)

Die obige Gleichung hat eine sehr starke Ahnlichkeit mit dem folgenden Eigenwertproblem
in der schwachen Form.

B(u-lu, u-lu) + o(u-lu,u-lu) = 0 (A.37)

(A.36)

Der kleinste Eigenwert kann mit dem Rayleigh Quotienten sehr einfach nach oben hin abge-
schatzt werden.

- B(u-lu, u-lu)

Aus einem Vergleich der Gleichungen (A.36) und (A.38) folgt fir die Interpolationskonstante
und den Eigenwert.

212 1
C¢h =& (A.39)

Der kleinste Eigenwert kann fiir den eindimensionalen Fall mit = w?EA/h? bestimmt wer-
den, somit gilt fir die Interpolationskonstante.

2
che>_N_ ., c> /1 (A.40)
T2EA T2EA

Fur mehrdimensionale Probleme kdnnen mit den beschriebenen Methoden &hnliche Interpola-
tionskonstanten hergeleitet werden. Von Kelly et al.[76] wird fir zweidimensionale Probleme
die Konstante nédherungsweise mit

1
C=
V 2n2EA

angegeben.

A.6  Elliptizitat des elastoplastischen Randwertproblems

Die Existenz und Eindeutigkeit von Ldsungen fur elastoplastische Randwertprobleme wird
unter anderem in dem Buch von Korneev und Langer [78] nachgewiesen. Im nachfolgenden
wird fur den speziellen Fall der von Mises Plastizitdt mit isotroper Verfestigung die Elliptizitat
des elastoplastischen Werkstofftensors bewiesen. Zunachst wird die H: — Elliptizitét der elasti-
schen Energie voraussgesetzt.
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luje= j €U): C: (W) dx = 0 | (W) [22 e | u |2 A
Q

Die Elliptizitat ist wesentlich von dem kleinsten Eigenwert o, des elastischen Werkstofften-
sors C abhéangig. Weiterhin wurde in (A.41) die zweite Kornsche Ungleichung zur Abschatzung
der L,—Norm der Verzerrungen in Abhangigkeit der H'-Norm verwendet. Ist die innere Ener-
gie Hl—elliptisch, so kénnen u.a. bei endlicher Belastung und nicht kinematischer Lagerung
keine unendlich grofRen Verschiebungen oder Verzerrungen auftreten. Existiert fir die inkre-
mentellen inneren Arbeiten des elastoplastischen Randwertproblems eine Ungleichung folgen-
der Art,

I a(u) : e(u) dx = [ €:C®:edx = (I-vp) | ul? (A.42)
Q

Q
so ist das inkrementelle elastoplastische Problem elliptisch. Dabei ist v, wie im weiteren noch
gezeigt wird, ein von der Verfestigung abhangiger Parameter. Der Werkstofftensor C*P fir
das inkrementelle Problem ist von dem Zustand, elastisch oder plastisch, der betrachteten
Punkte abh&ngig und nimmt fir plastische Punkte bei Belastung folgende Form an (siehe Glei-
chung (2.40) in Abschnitt 2.1.3.2):

C: 9. C
C® = - J0d0
" c. (A.43)

Die Ableitung der Flie3funktion nach den Spannungen ist fur die von Mises FlieRbedingung

F(0,0) = / s:s=0y(@) =0 mit s= 0—%tr[0]l (A.44)

folgendermalien gegeben:
dF _ oF9s _ 3 S

96 9sdo 2

(A.45)

]

3
ES
Der zweite Summand des Nenners des elastoplastischen Tensors C®P ergibt sich somit zu:

JF . aF 31
90-C 3¢ ~257sS:Cis (A.46)

Die Multlpllkatlon der Deviatorspannungen mit dem elastischen Werkstofftensor C hat fiir
isotrope Werkstoffe eine besonders einfache Form.

s:C:s=2u(s:9 (A.47)
Die von den Deviatorspannungen geleistete Arbeit wird ausschlieRlich mit der einen Lamé

Konstanten w bestimmt [84]. Damit ist der zweite Anteil im Nenner des elastoplastischen
Tensors dreimal so groR wie die Materialkonstante u.

IF . &_ A.48
S5 C: 3u (A.48)

Fur isotrope Verfestigung wurde bereits in Abschnitt 2.1.3.2 die folgende Gleichung (2.45)
fur den skalaren Verfestigungsmodul H angegeben.
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do(eP
H = dovle)
Dabei ist oy (eP) die von den plastischen Verzerrungen P abhé&ngige FlieRspannung des eindi-
mensionalen Zugversuchs (Bild 8.3). Fur eine bilineare Spannungsdehnungslinie mit den Tan-
genten E, im elastischen und E+ im plastischen Bereich gilt fur H die folgende Bestimmungs-
gleichung.

Die Gleichungen (A.45), (A.48) und (A.49) werden nun in die Gleichung (A.43) flr den elasto-
plastischen Werkstofftensor eingesetzt.

CeP = C-

3 e -

' EE, C:ss:C (A.50)

2s:83u + ¢
0 T

Die inkrementellen inneren Arbeiten flr belastete plastische Punkte lassen sich in Abh&ngigkeit
des Werkstofftensors C®P aus den inkrementellen Verzerrungen bestimmen.

G:€e6 =€:C%:¢e =

€— 3.C.I§E s|:C:e€ (A.51)
25:5(3M+ET_E°)

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung werden die Produkte mit dem elastischen Werk-
stofftensor folgendermafen aufgespaltet.

s:C:e</s:C:s/é:C:¢ (A.52)
Einsetzen der Abschatzung in die Gleichung (A.51) ergibt:

0.€ = | %:C:5 s|:C:e = |1- 35:C:s €e:C:e (A.53)

. E.E ) E-E
2s: 5<3u + g E°T) 2s: 5(3u + g EOT)

o o
oy(€) Oy(e)
EoEr
EyE-
€P

Bild 8.3: Spannungsdehnunungslinie eines elastoplastischen Werkstoffs
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Unter Bertcksichtigung der Gleichung (A.47) wird die Abschatzung weiter umgeformt.

3u L~
0.€ = 1——ETEO)€.C.€ (A54)

(3 + £

Nach Vergleich der Gleichungen (A.42) und (A.54) gilt fur den Paramater v, die folgende
Bestimmungsgleichung.

vg = — M (A.55)

= E-E,
WHEE

Damit ist der Parameter v, eine von den Werkstoffkengrolien E+, E, und u abgeleitete GroRe
und kann einfach bestimmt werden. In Abhéngigkeit der Tangente E; im plastischen Bereich
gelten fur den Parameter v, die folgenden Grenzwerte.

Vo = 1 fur ET =0

Fir ideale Plastizitat mit vy = 1 folgt aus der Gleichung (A.42) der Verlust der Elliptizitat.

[dédxzo
Q
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